
13. Ñ�ÏÑÊÀ ÔÈÇÈ×ÊÀ ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ ÇÀ Ó×ÅÍÈÊÅ Ñ�ÅÄ�ÈÕ ØÊÎËÀ

ØÊÎËÑÊÀ 2018/19. �ÎÄÈÍÀ

Äðóøòâî �èçè÷àðà Ñðáèjå è Ìèíèñòàðñòâî ïðîñâåòå, íàóêå

è òåõíîëîøêîã ðàçâîjà �åïóáëèêå Ñðáèjå

ÇÀÄÀÖÈ

Áåîãðàä

24-25. àïðèë 2019.

Çàäàòàê 1: Áîjå ãîëóáîâà è ëåïòèðîâà (10 ïîåíà)

Áîjå ìíîãèõ ëåïòèðîâà è ïòèöà ñó ïîñëåäèöà å�åêàòà èíòåð�åðåíöèjå è äè�ðàêöèjå ñâåòëîñòè íà ñòðóêòóðàìà

êîjå ñå íàëàçå íà »èõîâîj ïîâðøèíè. Êàî ïîñëåäèöà òèõ å�åêàòà, ðå�ëåêòîâàíà ñâåòëîñò íåêå òàëàñíå äóæèíå jå

çíàòíî èíòåíçèâíèjà, ïà ïîñìàòðà÷ âèäè áîjó êîjà îäãîâàðà òîj òàëàñíîj äóæèíè. Ó îâîì çàäàòêó ìîæåòå ñìàòðàòè

äà jå îïñåã òàëàñíèõ äóæèíà âèä§èâå ñâåòëîñòè îä 400 äî 700 nm, ïðè ÷åìó §óáè÷àñòîj áîjè îäãîâàðà îïñåã îä 400

äî 450 nm, ïëàâîj îä 450 äî 510 nm, çåëåíîj îä 510 äî 560 nm, æóòîj îä 560 äî 620 nm è öðâåíîj îä 620 äî 700 nm.

(a) (2 ïîåíà) Âåðîâàòíî ñòå íåêàä ïðèìåòèëè äà âðàò ãîëóáà ñàäðæè îáëàñòè çåëåíå è §óáè÷àñòå áîjå, à àêî

íèñòå òî ìîæåòå âèäåòè íà ñëèöè 1(à). Ó òîj îáëàñòè ãîëóá íà ïîâðøèíè òåëà èìà âåîìà òàíêå §óñïèöå êîjå

ñå ìîãó ìîäåëîâàòè ïëàíïàðàëåëíîì ïëî÷îì äåá§èíå d = 650 nm è èíäåêñà ïðåëàìà»à n = 1,50 ïðèêàçà-

íîì íà ñëèöè 1(á). �àçìîòðèòè ðàâàíñêè ìîíîõðîìàòñêè åëåêòðîìàãíåòñêè òàëàñ êîjè jå óñìåðåí íîðìàëíî

íà ïîâðøèíó §óñïèöå. Çà êîjå âðåäíîñòè òàëàñíå äóæèíå £å äî£è äî êîíñòðóêòèâíå èíòåð�åðåíöèjå çðàêà

ðå�ëåêòîâàíîã îä ãîð»å ïîâðøèíå §óñïèöå è çðàêà ðå�ëåêòîâàíîã îä äî»å ïîâðøèíå §óñïèöå ïðèêàçàíèõ íà

ñëèöè 1(á)? Êîðèñòå£è äîáèjåíè ðåçóëòàò ïðîêîìåíòàðèñàòè çàøòî âèäèìî çåëåíó è §óáè÷àñòó áîjó íà âðàòó

ãîëóáà.

(�) (б)

Ñëèêà 1: (à) �îëóá; (á) øåìàòñêè ïðèêàç çðàêà ðå�ëåêòîâàíîã îä ãîð»å ïîâðøèíå §óñïèöå è çðàêà ðå�ëåêòîâàíîã

îä äî»å ïîâðøèíå §óñïèöå.

Jåäàí îä íàjïðîó÷àâàíèjèõ ëåïòèðîâà jå ìîð�î ëåïòèð, ïðèêàçàí íà ñëèöè 2(à). �óñïèöå íà êðèëèìà îâîã

ëåïòèðà ñàäðæå ñëîæåíå ñòðóêòóðå ïðèêàçàíå íà ñëèöè 2(á) êîjå ïîäñå£àjó íà ïîëèöå ñà ê»èãàìà ó áèáëèîòåöè.

Ïîñëåäèöà òàêâå ñòðóêòóðå §óñïèöà jå äà êàä ñå êðèëà ïîñìàòðàjó íîðìàëíî íà ïîâðøèíó âèäè ñå ïëàâà áîjà

[ñëèêà 2(â)℄, à êàä ñå ïîñìàòðàjó ïîä óãëîì îä îêî 45◦, âèäè ñå §óáè÷àñòà áîjà [ñëèêà 2(ã)℄.

(�) (б) (в) (г)

Ñëèêà 2: (à) Ìîð�î ëåïòèð; (á) ñòðóêòóðà §óñïèöà ìîð�î ëåïòèðà; (â) èçãëåä êðèëà ïîñìàòðàíèõ íîðìàëíî íà

»èõîâó ïîâðøèíó; (ã) èçãëåä êðèëà ïîñìàòðàíèõ ïîä óãëîì îä îêî 45◦.

(á) (2 ïîåíà) Ó îâîì äåëó çàäàòêà £åìî àïðîêñèìèðàòè ñëîæåíó ñòðóêòóðó §óñïèöå ëåïòèðà ïåðèîäè÷íèì íèçîì

ñëîjåâà ìàòåðèjàëà èíäåêñà ïðåëàìà»à n1 = 1,53 è âàçäóõà, ïðèêàçàíèì íà ñëèöè 3. Äåá§èíà ñëîjà ìàòåðèjàëà

jå d1 = 65,0 nm, à äåá§èíà ñëîjà âàçäóõà jå d2 = 130 nm. �àçìîòðèòè ðàâàíñêè ìîíîõðîìàòñêè åëåêòðîìàã-

íåòñêè òàëàñ êîjè jå óñìåðåí íîðìàëíî íà ïîâðøèíó §óñïèöå. Çà êîjå âðåäíîñòè òàëàñíå äóæèíå £å äî£è

äî êîíñòðóêòèâíå èíòåð�åðåíöèjå òàëàñà ðå�ëåêòîâàíîã îä ãîð»å ïîâðøèíå ïðâîã ñëîjà ìàòåðèjàëà è ãîð»å

ïîâðøèíå äðóãîã ñëîjà ìàòåðèjàëà, ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 3? Êîðèñòå£è äîáèjåíè ðåçóëòàò ïðîêîìåíòàðèñàòè

çàøòî âèäèìî äà jå ëåïòèð ïëàâå áîjå êàä ñå ïîñìàòðà íîðìàëíî íà ïîâðøèíó §óñïèöå.

Ñòðàíà 1 îä 6
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Ñëèêà 3: Ìîäåë §óñïèöå ïî êîìå ñå îíà ñàñòîjè

îä ïåðèîäè÷íîã íèçà ñëîjåâà ìàòåðèjàëà èí-

äåêñà ïðåëàìà»à n1 è âàçäóõà.

Ñëèêà 4: Ñëîæåíèjè ìîäåë §óñïèöå.

(â) (4,5 ïîåíà) Èàêî ìîäåë ðàçìàòðàí ó äåëó ïîä (á) ìîæå äà îájàñíè çàøòî jå ëåïòèð ïëàâå áîjå êàä ñå ïîñìàòðà

íîðìàëíî íà ïîâðøèíó êðèëà, òàêàâ ìîäåë íå ìîæå ó ïîòïóíîñòè äà îájàñíè å�åêòå ïðîìåíå áîjå ñà ïðîìåíîì

óãëà ïîñìàòðà»à. Íàäà§å £åìî ðàçìîòðèòè ñëîæåíèjè ìîäåë §óñïèöå ëåïòèðà ïðèêàçàí íà ñëèöè 4, ïî êîìå ñå

§óñïèöà ñàñòîjè îä íèçà òàíêèõ ïàðàëåëíèõ ïëî÷èöà øèðèíå a. �àñòîjà»å èçìå¢ó ñóñåäíèõ ïëî÷èöà jå d. Áðîj
ïëî÷èöà jeM . Ïðåìà §óñïèöè jå óñìåðåí ðàâàíñêè ìîíîõðîìàòñêè åëåêòðîìàãíåòñêè òàëàñ òàëàñíå äóæèíå λ0

íîðìàëíî íà »åíó ïîâðøèíó, âèäåòè ñëèêó 4. Äóæèíà ïëî÷èöå ó ïðàâöó íîðìàëíîì íà ðàâàí ñëèêå 4 jå çíàòíî

âå£à îä a, d è λ0. Ñìàòðàòè äà ñå èíòåíçèòåò ñâåòëîñòè ïðè ïðîëàñêó êðîç jåäíó ïëî÷èöó ìå»à çàíåìàð§èâî,

òj. äà jå êîå�èöèjåíò òðàíñìèñèjå êðîç ïëî÷èöó áëèçàê jåäèíèöè è ìíîãî âå£è îä êîå�èöèjåíàòà ðå�ëåêñèjå

è àïñîðïöèjå. Óäà§åíè ïîñìàòðà÷ ÷èjè jå ïîëîæàj òàêàâ äà jå óãàî èçìå¢ó ïðàâöà óïàäíîã è ðå�ëåêòîâàíîã

òàëàñà θ ìåðè èíòåíçèòåò òàëàñà I (θ) = c0f(θ), ãäå jå c0 êîíñòàíòà, à f(θ) jå �óíêöèjà êîjà ó ñåáè ñàäðæè è

êîíñòàíòå a, d, λ0 è M , ÷èjå òèïè÷íå âðåäíîñòè ñó äàòå ó äåëó çàäàòêà (ã). Îäðåäèòè �óíêöèjó f (θ).

(ã) (1,5 ïîåíà) Ïàðàìåòðè ñòðóêòóðå ñó a = 300 nm, d = 235 nm, M = 9. Ñêèöèðàòè ãðà�èêå çàâèñíîñòè f(θ)
çà λ0 = 480 nm è λ0 = 410 nm (ó ïîòïóíîñòè £å áèòè ïðèçíàòî ðåøå»å ó êîìå ñå îâà �óíêöèjà èçðà÷óíà çà

íåêîëèêî ðåïðåçåíòàòèâíèõ âðåäíîñòè θ è íà îñíîâó òîãà ñêèöèðà ãðà�èê). Êîðèñòå£è òå ãðà�èêå ïðîêîìåí-

òàðèñàòè çàøòî ñå âèäè ïëàâà áîjà êàä ñå êðèëî ëåïòèðà ïîñìàòðà íîðìàëíî íà ïîâðøèíó, à çàøòî §óáè÷àñòà

êàä ñå ïîñìàòðà ïîä óãëîì îä îêî 45◦.

Ìàòåìàòè÷êè ïîäñåòíèê

Ïðèëèêîì ðåøàâà»à çàäàòêà ìîãó âàì áèòè êîðèñíå íåêå îä ñëåäå£èõ �îðìóëà:

N
∑

i=0
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sin (N+1)β

2

sin β
2
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(
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Nβ

2
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,

N
∑

i=0

sin (α+ iβ) =
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2
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(

α+
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Zadatak 2: Holov koefi
ijent poluprovodnika (10 poena)

U ovom zadatku pomo�i �emo maloj Radi da teorijski predvidi rezultate mere�a Holovog koefi
ijenta qistog

sili
ijumskog poluprovodnika na sobnoj temperaturi. Prvo �emo se podsetiti osnova fizike poluprovodnika

i opisati raspodelu elektrona i xup	ina u ovim materijalima. Potom �emo uvesti kon
ept gustine sta�a

i primeniti ga na sili
ijumski poluprovodnik. Tek onda smo spremni da razmotrimo ploqi
u sili
ijuma u

magnetnom po	u, kao realistiqan i mer	iv primer Holovog efekta − naxe glavne teme.

Poluprovodnik je materijal kod kojeg su valentna i provodna zona odvojene energijskim pro
epom Eg = EC−EV ,

gde je EC najni�a energija provodne zone, a EV najvixa energija valentne zone. Jednostavnosti radi uzmimo da

je EV = 0. Na temperaturi apsolutne nule svi elektroni se nalaze u valentnoj zoni i materijal je izolator.

Prilikom pove�ava�a temperature dolazi do prelaska nekih elektrona iz valentne u provodnu zonu i materijal

postaje provodnik. Prelazak elektrona iz sta�a valentne zone sa energijom En < 0 u provodnu zonu ostav	a

xup	inu u valentnoj zoni koja se tretira kao qesti
a naelektrisa�a (+e > 0) suprotnog od elektrona (−e < 0) sa
energijom Ep = −En > 0. Energije xup	ina (koje postoje samo u valentnoj zoni) su nenegativne sa smerom porasta

energija od E = EV = 0 (vrh valentne zone) do E = +∞ (duboko u valentnoj zoni), dok su energije elektrona u

provodnoj zoni pozitivno rastu�e od E = EC (dno provodne zone) do E = +∞ (vrh provodne zone). Videti sliku

5(a). Razmatra�em xup	ina u potpunosti je uzet u obzir efekat svih elektrona iz valentne zone, tako da je za opis

elektriqnih osobina materijala dovo	no razmatrati elektrone iz provodne i xup	ine iz valentne zone. U ovoj

sli
i se xup	ine energija E ≥ 0 mogu u 
elosti razmatrati kao slobodne qesti
e, dok se svi elektroni nalaze u
konstantnom efektivnom poten
ijalu kristalne rexetke energije EC , pa su �ihove energije E ≥ EC . Elektrone

i xup	ine u poluprovodniku mo�emo modelovati neinteraguju�im fermionskim qesti
ama spina 1/2 i mase mn

za elektrone, tj. mp za xup	ine, u trodimenzionalnoj poten
ijalnoj jami oblika kvadra velike zapremine V ,
takvoj da je poten
ijalna energija unutar jame jednaka 0 za xup	ine i EC za elektrone, a beskonaqna je van �e.

Qesti
e �e se u ovoj jami rasporeÆivati po nivoima energija E. Svaki nivo predstav	a orbitalno sta�e koje

opisujemo jedinstvenom ureÆenom trojkom talasnih brojeva (kx, ky, kz), qiju ukupnu kvantovanu energiju nalazimo
kao zbir energija kvantovanih du� svakog prav
a ponaosob, a dozvo	ene vrednosti talasnog broja za dati prava


nalazimo nezavisno od dva preostala prav
a. Pod kvantovanom energijom podrazumevamo razliku energije nekog

sta�a qesti
e i konstantne poten
ijalne energije unutar jame.

Eg
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+∞

+∞
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E
>

E
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V

d

(a) (b) (v)

Slika 5: (a) Valentna zona (V ) i provodna zona (C) u poluprovodniku u kojem je xup	ina (+) nastala eks
ita
ijom
elektrona (−). (b) Jedno orbitalno sta�e zapremine ∆kx∆ky∆kz unutar osmine sferne 	uske deb	ine dk i

radijusa k. (v) Deo Si ploqi
e deb	ine d u magnetnom po	u

~B kroz koju teqe struja jaqine I, sa idealnim

voltmetrom V koji meri transverzalni napon.

�elimo da odredimo gustinu sta�a D(E) ovih qesti
a u zavisnosti od �ihove energije E. D(E) je definisano

kaoD(E) ≡ 1

V

dN

dE
, gde dN predstav	a broj svih (orbitalnih i spinskih) sta�a qesti
e u uskom intervalu energija
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(E,E + dE), a V je zapremina jame. Gustinu sta�a ovakvog sistema qesti
a mo�emo odrediti prebrojava�em

orbitalnih sta�a u prvom oktantu k-prostora, fokusiraju�i se na sta�a sa kx > 0, ky > 0, kz > 0. Videti
sliku 5(b) na kojoj u prvom oktantu posmatramo 1/8 tanke sferne 	uske polupreqnika k i deb	ine dk, pri qemu

je k ≤
√

k2x + k2y + k2z ≤ k + dk. Orbitalna sta�a odreÆena sa (kx, ky, kz) nisu strogo taqkasta, ve� zauzimaju

malu, ali konaqnu zapreminu u k-prostoru koja iznosi ∆kx∆ky∆kz , gde je ∆ki, i ∈ {x, y, z} najma�i korak dobijen
kvantova�em talasnog broja ki du� i-ose. Deb	ina 	uske dk je mala, ali dovo	no velika da se u toj 	us
i naÆe

veliki broj trojki talasnih brojeva (kx, ky , kz).

(i) (2 poena) Odrediti kako gustine sta�a za elektrone Dn(E) i xup	ine Dp(E) zavise od �ihovih energija

prebrojava�em sta�a unutar pomenute osmine sferne 	uske. U dobijenim izrazima mogu da figurixu i

veliqine mn, mp, Eg, i univerzalne fiziqke konstante.

Sad kada imamo izraze za gustine sta�a elektrona i xup	ina, mo�emo odrediti �ihove kon
entra
ije, n za

elektrone i p za xup	ine. Raspodela fermiona po energijama na temperaturi T je Fermi-Dirakova (FD) i data

je izrazom f(E, T ) =
1

exp(E−EF

kBT
) + 1

, gde je kB Bol
manova konstanta, EF energija Fermijevog nivoa. KakoD(E)dE

predstav	a broj sta�a po jedini
i zapremine na energijama (E,E + dE), a f(E, T ) daje verovatno�u da su sta�a
sa tom energijom na temperaturi T popu�ena, sledi da D(E)f(E,T )dE predstav	a kon
entra
iju fermiona sa

energijama izmeÆu (E,E + dE).

(ii) (1 poen) Raspodela elektrona po energijskim nivoima je fn(E, T ) = f(E, T ). Raspodeluxup	ina po energijskim
nivoima na temperaturi T , fp(E, T ) nalazimo tako xto prisustvo jedne xup	ine energije E > 0 posmatramo
kao odsustvo jednog elektrona energije −E < 0. Odrediti zavisnost fp(E, T ). U dobijenom izrazu mo�e da

figurixe i veliqina EF i univerzalne fiziqke konstante.

(iii) (2 poena) U funk
iji od T , mn, mp, i Eg odrediti kon
entra
ije elektrona n i xup	ina p qistog

sili
ijuma, koriste�i izraze za gustine sta�a iz dela (i), kao i dobijene izraze za raspodelu po energijama.
Na sobnoj temperaturi (kBT vrlo malo naspram karakteristiqnih energija) se mo�e koristiti aproksima
ija

1

exp(E±EF

kBT
) + 1

≈ exp(−E±EF

kBT
). Ako je potrebno, koristiti da je odreÆeni integral

∫ +∞

0

√
xe−xdx =

√
π/2. U

dobijenom izrazu mogu da figurixu i univerzalne fiziqke konstante.

(iv) (1 poen) Mase elektrona i xup	ina, mn i mp, su u literaturi poznate pod imenom efektivne mase. One

su kod qistog sili
ijuma na sobnoj temperaturi (T = 300 K) pribli�no jednake, tj. mn ≈ mp ≈ me, gde je

me masa slobodnog elektrona. Koriste�i ovu qi�eni
u odrediti energiju Fermijevog nivoa EF u funk
iji

od Eg.

Sada smo izveli sve potrebne sastojke da prouqimo Holov efekat. Definiximo xta to taqno Rada �eli da

izraquna. Na sli
i 5(v) je prikazan deo poluprovodniqke ploqi
e sili
ijuma deb	ine d kroz koju protiqe

jednosmerna struja stalne jaqine I u prikazanom smeru. Ploqi
a se nalazi u sta
ionarnom homogenom magnetnom

po	u induk
ije B koje deluje normalno na ploqi
u u smeru datom na sli
i. Idealan voltmetar V na sli
i meri

transverzalni napon U . Magnetno po	e deluje na slobodne elektrone i xup	ine tako xto dovodi do nagomilava�a

naelektrisa�a na jednoj strani ploqi
e i naelektrisa�a suprotnog znaka na drugoj. Ovo dovodi do stvara�a

transverzalnog napona U qije elektrostatiqko po	e se suprostav	a da	em nagomilava�u. U sta
ionarnom re�imu,

uti
aji indukovanog elektriqnog po	a i magnetnog po	a na nosio
e naelektrisa�a se izjednaqavaju. U da	em

tekstu pretpostav	amo da se radi o sta
ionarnom re�imu. Holov koefi
ijent se definixe kao RH ≡ Ud

BI
.

(v) (3 poena) Izvesti izraz za Holov koefi
ijent RH poluprovodniqke ploqi
e sa slike 5(v) u funk
iji od n,
p, µn, µp, i univerzalnih fiziqkih konstanti, gde su redom µn i µp pokret	ivosti elektrona i xup	ina u

materijalu. Pokret	ivost (µ ≥ 0) nosio
a naelektrisa�a q daje vezu izmeÆu �egove uspostav	ene brzine ~v u

smeru ukupne spo	ax�e elektromagnetne sile

~Fem koja deluje na naelektrisa�e, tj. |q|~v = µ~Fem. Zanemariti

kvantne efekte elektriqnog i magnetnog po	a na elektrone i xup	ine.

(vi) (1 poen) Izraqunati vrednost Holovog koefi
ijenta na sobnoj temperaturi T = 300 K koriste�i podatke

za qist sili
ijum: Eg = 1,124 eV, µn = 1350 cm2

Vs , µp = 450 cm2

Vs , me = 9,11 · 10−31 kg, kB = 1,38 · 10−23 J
K ,

e = 1,602 · 10−19 C, ~ ≡ h/2π = 1,054 · 10−34 J · s, gde je ~ redukovana Plankova konstanta h.
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Zadatak 3: (Super)provodni ram u magnetnom po	u (10 poena)
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Slika 6: (a) Provodni ram u magnetnom po	u polo�en na horizontalnoj podlozi. (b) Superprovodni ram u

magnetnom po	u postav	en uspravno na horizontalnoj podlozi.

(a) Provodni kvadratni ram dimenzija a × a i mase m naprav	en je od homogene va	kaste �i
e zanemar	ive

deb	ine. Ram se dr�i vodoravno na horizontalnoj podlozi (xy-ravan) u gravita
ionom po	u ubrza�a ~g =
−g~ez, g > 0. Kroz ram teqe stalna elektriqna struja jaqine i > 0 u smeru datom na sli
i 6(a), koja se

odr�ava minijaturnim strujnim generatorom u ramu. U prostoru deluje homogeno sta
ionarno magnetno

po	e induk
ije

~B = B~ey, B > 0. Analizirajmo obrta�e rama oko x-ose po otpuxta�u, pri qemu strani
a

rama koja se podudara sa x-osom sve vreme ne proklizavaju�i ostaje na podlozi. Koefi
ijent samoinduk
ije

rama je zanemar	iv, kao i otpor vazduha.

(i) (0,5 poena) Odrediti moment iner
ije rama I u odnosu na x-osu kao osu rota
ije koja prolazi kroz

�egovu strani
u u funk
iji od m i a.

(ii) (0,5 poena) Neka je ǫ bezdimenzioni parametar definisan kao ǫ ≡ Bai/(mg) > 0. Za koje vrednosti

parametra ǫ ram ostaje nepomiqan na horizontalnoj podlozi po otpuxta�u?

(iii) (2,5 poena) Razmotrimo sada situa
iju u kojoj je ǫ takvo da dolazi do rota
ije rama oko x-ose, qija
strani
a ostaje u kontaktu sa podlogom tokom obrta�a. Koefi
ijent tre�a kliza�a izmeÆu podloge i

rama je takav da se proklizava�e rama mo�e zanemariti. Neka je θ trenutni ugao koji ravan rama zaklapa
sa xy-ravni tokom rota
ije, pri qemu se u analizi kreta�a u najxirem opsegu uglova ograniqavamo na

0◦ ≤ θ ≤ 90◦. Odrediti pri kom uglu θ �e do�i do potpunog odvaja�a rama od podloge tokom rota
ije u

zavisnosti od vrednosti parametra ǫ. Kreta�e rama od trenutka potpunog odvaja�a ne razmatrati.

(iv) (1,5 poena) Neka je u ovom sluqaju koefi
ijent tre�a kliza�a izmeÆu rama i podloge poznat i iznosi

µ. Odrediti pri kom uglu θ �e ipak do�i do proklizava�a rama po podlozi u funk
iji od µ i parametra

ǫ koji dovodi do rota
ije rama oko svoje strani
e koja prolazi kroz x-osu. Kreta�e rama od trenutka

proklizava�a ne razmatrati.

(b) U ovom delu zadatka razmotri�emo superprovodni kvadratni ram bez strujnog generatora identiqne mase,

geometrije i dimenzija kao u delu zadatka pod (a). Materijal od kojeg je ram naprav	en je superprovodan,

xto znaqi da je elektriqni otpor rama egzaktno jednak nuli, tj. R = 0 Ω. Ram, u kojem nema poqetne jaqine

struje, se dr�i uspravno (xz-ravan) dodiruju�i svojom do�om strani
om horizontalnu podlogu (xy-ravan)
i nalazi se u po	u Zem	ine te�e i u identiqnom magnetnom po	u kao u sluqaju pod (a), videti sliku

6(b). Koefi
ijent samoinduk
ije rama je konaqan. Ako bi se ram prinudno okrenuo za 90◦ i polo�io na

horizontalnu podlogu u �emu bi se indukovala elektriqna struja jaqine is.
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(i) (0,5 poena) Odrediti koefi
ijent samoinduk
ije L ovog superprovodnog rama u funk
iji od datih

vrednosti is, a, i B.

Analizirajmo sada rota
iono kreta�e ovakvog rama oko x-ose po oslobaÆa�u iz uspravnog polo�aja bez

poqetne jaqine struje u �emu, pri qemu strani
a rama koja se poklapa sa x-osom sve vreme ne proklizavaju�i

ostaje na podlozi ogromnog koefi
ijenta tre�a kliza�a, tj. µ → ∞. Po oslobaÆa�u iz uspravnog polo�aja

ram spontano zapoqne svoju rota
iju u prvom oktantu oko x-ose prema xy-ravni. Otpor vazduha je zanemar	iv.

(ii) (2 poena) Neka je ǫ bezdimenzioni parametar definisan kao ǫ ≡ Bais/(mg) > 0 i neka je ϑ ≥ 0◦

trenutni ugao koji ravan rama zaklapa sa xz-ravni tokom rota
ije. Odrediti silu normalne reak
ije

podloge N u funk
iji od ϑ i ǫ. TakoÆe, pokazati da se strani
a rama oko koje on rotira ne�e odvojiti
od podloge ni za jednu vrednost parametra ǫ.

(iii) (1,5 poena) Odrediti silu tre�a Ftr izmeÆu rama i podloge u funk
iji od ϑ i ǫ. Neka je ϑ(c)
ugao pri

kojem �e sila tre�a promeniti svoj smer. U zavisnosti od parametra ǫ na�i ϑ(c)
.

(iv) (1 poen) U zavisnosti od parametra ǫ odrediti: ugao ϑ(fin)
za koji se ram maksimalno otkloni u odnosu

na vertikalnu ravan, zatim maksimalnu ugaonu brzinu ω(max)
koju ram dosti�e tokom svoje rota
ije,

kao i ugao ϑ0 pri kojem se taj maksimum ostvaruje. Ukoliko ram udari o podlogu, na �oj se zaustav	a

bez odbija�a.

Zadatke pripremili: dr Nenad Vukmirovi� (1) i dr Dejan M. �oki� (3), Institut za fiziku u Beogradu

Aleksandar Bukva (2), Institut Loren
 za teorijsku fiziku, Lajden, Holandija

Re
enzenti: dr Dejan M. �oki� (1), dr Mihailo Qubrovi� (2) i Vladimir Ve	i� (3), Institut za fiziku u Beogradu

Predsednik Komisije za takmiqe�a uqenika sred�ih xkola: dr Bo�idar Nikoli�, Fiziqki fakultet, Beograd
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�åøå»å çàäàòêà 1

(à) Ïðè ðå�ëåêñèjè çðàêà îä ãîð»å ïîâðøèíå §óñïèöå »åãîâà �àçà ñå ïðîìåíè çà φ1 = π. Ïðè äâîñòðóêîì

ïðîëàçó çðàêà êðîç §óñïèöó è ðå�ëåêñèjè îä äî»å ïîâðøèíå §óñïèöå »åãîâà �àçà ñå ïðîìåíè çà φ2 = 2π
λ 2nd,

ãäå jå λ òàëàñíà äóæèíà ðàçìàòðàíîã òàëàñà ó âàçäóõó. Äî êîíñòðóêòèâíå èíòåð�åðåíöèjå äâà çðàêà äîëàçè

êàäà jå φ2 − φ1 = 2mπ, ãäå jå m íåíåãàòèâàí öåî áðîj. Îäàòëå ñëåäè λ = 4nd
2m+1 . Çà m = 3 è m = 4 òàëàñíå

äóæèíå êîjà çàäîâî§àâàjó îâàj óñëîâ ñó èç âèä§èâîã äåëà ñïåêòðà è èçíîñå ðåäîì 557 nm è 433 nm. Òàëàñíà
äóæèíà îä 557 nm îäãîâàðà çåëåíîj áîjè, à òàëàñíà äóæèíà îä 433 nm îäãîâàðà §óáè÷àñòîj áîjè, ïà çàòî

âèäèìî çåëåíå è §óáè÷àñòå îáëàñòè íà âðàòó ãîëóáà.

(á) Ïðè ðå�ëåêñèjè çðàêà îä ãîð»å ïîâðøèíå ïðâîã ñëîjà ìàòåðèjàëà »åãîâà �àçà ñå ïðîìåíè çà φ1 = π. Ïðè
äâîñòðóêîì ïðîëàçó çðàêà êðîç ïðâè ñëîj ìàòåðèjàëà è ïðâè ñëîj âàçäóõà è ðå�ëåêñèjè îä äðóãîã ñëîjà

ìàòåðèjàëà »åãîâà �àçà ñå ïðîìåíè çà φ2 = 2π
λ 2 (n1d1 + d2) + π. Äî êîíñòðóêòèâíå èíòåð�åðåíöèjå äâà çðàêà

äîëàçè êàäà jå φ2 − φ1 = 2mπ, ãäå jå m ïðèðîäàí áðîj. Îäàòëå ñëåäè λ = 2(n1d1+d2)
m . Îâà òàëàñíà äóæèíà jå

ó âèä§èâîì äåëó ñïåêòðà jåäèíî êàä jå m = 1 è jåäíàêà jå λ = 459 nm. Çáîã òîãà ñå âèäè äà jå ëåïòèð ïëàâå

áîjå êàä jå ïðàâàö ïîñìàòðà»à íîðìàëàí íà ïîâðøèíó §óñïèöå.

A

B

C

Ñëèêà 1: �å�ëåêñèjà ñâåòëîñòè íà jåäíîj ïëî÷èöè.

(â) �àçìîòðèìî ïðâî ðå�ëåêñèjó íà ãîð»îj ïëî÷èöè ñëîæåíå ñòðóêòóðå. Íåêà jå êîîðäèíàòíè ñèñòåì ïîñòàâ§åí

êàî íà ñëèöè 1 è íåêà jå n îñà êîjà ñå ïîêëàïà ñà ïðàâöåì ðå�ëåêòîâàíîã òàëàñà êîjè äîëàçè äî ïîñìàòðà÷à.

Äîïðèíîñ îäãîâàðàjó£îj êîìïîíåíòè åëåêòðè÷íîã ïî§à îä ðå�ëåêñèjå íà äåëó ïëî÷èöå ñà êîîðäèíàòàìà èç

èíòåðâàëà (x,x+ dx) jå dE = C ·dx·cos [ωt− kn+ φ (x)], ãäå jå C êîíñòàíòà êîjà çàâèñè îä èíòåíçèòåòà óïàäíîã

òàëàñà è êîå�èöèjåíòà ðå�ëåêñèjå íà ïëî÷èöè, ω jå êðóæíà �ðåêâåíöèjà òàëàñà, t je âðåìå, k = 2π
λ0

jå òàëàñíè

âåêòîð è φ (x) jå �àçà òàëàñà. Ñ îáçèðîì äà �àçà òàëàñà ðå�ëåêòîâàíîã ó x0, ãäå jå x0 ñðåäèøòå ïëî÷èöå,

êàñíè çà �àçîì òàëàñà ðå�ëåêòîâàíîã ó x çà 2π
λ0
AC (âèäåòè ñëèêó 1), âàæè φ (x) = φ (x0)+

2π
λ0

(x− x0) sin θ, ãäå
jå x0 êîîðäèíàòà ñðåäèøòà ïëî÷èöå. Óêóïíà âðåäíîñò êîìïîíåíòå åëåêòðè÷íîã ïî§à ðå�ëåêòîâàíîã òàëàñà jå

îíäà E(n,t) =
∫ x0+

a
2

x0−
a
2

C · dx · cos [ωt− kn+ φ (x)]. �åøàâà»åì èíòåãðàëà ñå äîáèjà

E(n,t) = Ca
sin

(

πa
λ0

sin θ
)

πa
λ0

sin θ
cos [ωt− kn+ φ (x0)] .

Óêóïíà âðåäíîñò åëåêòðè÷íîã ïî§à ðå�ëåêòîâàíîã òàëàñà íà ìåñòó ãäå ñå íàëàçè óäà§åíè ïîñìàòðà÷ ñå äîáèjà

ñàáèðà»åì äîïðèíîñà òàëàñà ðå�ëåêòîâàíèõ îä ñâàêå îä ïëî÷èöà. Ôàçíà ðàçëèêà òàëàñà ðå�ëåêòîâàíèõ îä

äâå ñóñåäíå ïëî÷èöå jå ∆φ = 2π
λ0

(

AC +AB
)

(âèäåòè ñëèêó 2), îäíîñíî ∆φ = 2π
λ0

(d+ d cos θ). Óêóïíà âðåäíîñò
êîìïîíåíòå åëåêòðè÷íîã ïî§à jå îíäà

Et (n,t) = Ca
sin

(

πa
λ0

sin θ
)

πa
λ0

sin θ

M−1
∑

i=0

cos [ωt− kn+ φ (x0)− i∆φ] .
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Êîðèø£å»åì èäåíòèòåòà äàòîã ó òåêñòó çàäàòêà ñå äîáèjà

Et (n,t) = Ca
sin

(

πa
λ0

sin θ
)

πa
λ0

sin θ

sin
[

Mπd
λ0

(1 + cos θ)
]

sin
[

πd
λ0

(1 + cos θ)
] cos

[

ωt− kn+ φ (x0)−
M − 1

2
∆φ

]

.

Èçðàç èñïðåä êîñèíóñíå �óíêöèjå ïðåäñòàâ§à àìïëèòóäó óêóïíîã ðå�ëåêòîâàíîã òàëàñà. Ïîøòî jå èíòåíçèòåò

òàëàñà ñðàçìåðàí êâàäðàòó àìïëèòóäå, ñëåäè äà jå óãàîíà çàâèñíîñò èíòåíçèòåòà ñâåòëîñòè êîjó ðåãèñòðójå

ïîñìàòðà÷

I (θ) ∝ f(θ) =
sin2

(

πa
λ0

sin θ
)

(

πa
λ0

sin θ
)2

sin2
[

Mπd
λ0

(1 + cos θ)
]

sin2
[

πd
λ0

(1 + cos θ)
] .

A B

C

Ñëèêà 2: �å�ëåêñèjà ñâåòëîñòè îä äâå ñóñåäíå ïëî÷èöå.

(ã) Íà ñëèöè 3 jå ïðèêàçàíà çàâèñíîñò I (θ) ∝ f (θ) çà λ0 = 410 nm è λ0 = 480 nm. Èç äîáèjåíèõ ãðà�èêà ñå âèäè
äà jå çà λ0 = 480 nm ìàêñèìóì ðå�ëåêòîâàíå ñâåòëîñòè ïîä óãëîì θ = 0◦, à çà λ0 = 410 nm òàj ìàêñèìóì jå

íà θ = 40◦. Çàòî ãëåäà»åì §óñïèöå ïîä óãëîì θ = 0◦ âèäèìî ïëàâó áîjó, à ãëåäà»åì ïîä óãëîì îä îêî 45◦

âèäèìî §óáè÷àñòó áîjó.
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Ñëèêà 3: Óãàîíà çàâèñíîñò èíòåíçèòåòà ðå�ëåêòîâàíå ñâåòëîñòè I (θ) ∝ f (θ) çà λ0 = 410 nm è λ0 = 480 nm.
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Rexe�e zadatka 2

Znamo da je talasna funk
ija qesti
e u jednodimenzionalnoj poten
ijalnoj jami ψkx
(x) =

√

2
Lx

sin(kxx), gde

je kx = nxπ
Lx

qije dozvo	ene vrednosti dobijamo iz graniqnih uslova. Sa Lx smo obele�ili du�inu poten
ijalne

jame du� x prav
a, dok nx prebrojava orbitalna sta�a i generalno uzima 
elobrojne vrednosti, ali �emo se po

uslovu zadatka fokusirati na pozitivne, tj. nx = 1, 2, 3 . . . Energija jednog ovakvog sta�a du� x prav
a je data

izrazom Ex =
~
2k2

x

2m , koja je zapravo kinetiqka energija u jednoj dimenziji qesti
e mase m. Analogno za y i z prava


dobijamo odgovaraju�e kvantovane energije i talasne brojeve. Drugim reqima, ki uzima vrednost ki =
niπ

Li
, gde je

i ∈ {x, y, z}, Li je du�ina jame u prav
u i, a ni = 1, 2, 3 . . . Energija jednog orbitalnog sta�a je zbir energija

pojedinaqnih u sva tri koordinatna prav
a i data je izrazom E = ~
2

2m (k2x + k2y + k2z).

(i) Iz uslova kvantiza
ije sledi da za svaku dozvo	enu vrednost ki mo�emo u
rtati po jednu taqku u k-prostoru.

U
rtava�em svih taqaka formiramo pravougaonu trodimenzionalnu rexetku sa kora
ima ∆ki =
π

Li
. Odavde

vidimo da �e zapremina koju okupira jedno orbitalno sta�e u k-prostoru biti ∆kx∆ky∆kz =
π3

LxLyLz
=
π3

V
,

gde je V zapremina jame. Iz izraza za energiju jednog orbitalnog sta�a vidimo da se ono nalazi na sferi

radijusa k =
√

k2x + k2y + k2z =
√

2mE
~2 . Posmatra�emo samo prvi oktant, jer smo se ograniqili na pozitivne

vrednost ni. Zapreminu tankog sloja osmine sfere dobijamo kao 4πk2dk/8. Ukupan broj orbitalnih sta�a u

ovom tankom sloju je jednak odnosu zapremine sloja i zapremine koju zauzima jedno orbitalno sta�e. MeÆutim,

ovaj broj se mora pomno�iti sa 2, jer fermioni imaju dve mogu�e vrednosti projek
ije spina, ±1/2. Tako
dolazimo da broja orbitalnih i spinskih sta�a u osmini tanke sferne 	uske: dN = 2× (4k2πdk/8)/(π3/V ).
Koriste�i vezu izmeÆu k i E nalazimo da je broj svih sta�a u sloju u funk
iji energije jednak dN =

Vm

π2~2

√

2mE

~2
dE. Odavde vidimo da je gustina sta�a D(E) =

1

V

dN(E)

dE
=

1

2π2

(

2m

~2

)
3

2 √
E. Prema tome,

izraz za gustinu sta�a elektrona glasi Dn(E) =
1

2π2

(

2mn

~2

)
3

2
√

E − Eg, jer pod kvantovanom energijom

podrazumevamo razliku energije E i konstantne poten
ijalne energije unutar jame EC = Eg, dok je za

xup	ine Dp(E) =
1

2π2

(

2mp

~2

)
3

2 √
E.

(ii) Iz defini
ije raspodele xup	ina iz zadatka sledi da je fp(E, T ) = 1− fn(−E, T ) = 1− 1

exp(−E−EF

kBT ) + 1
=

1

exp(EF+E
kBT ) + 1

.

(iii) U postav
i zadatka smo definisali kon
entra
iju qesti
a u intervalu energija (E,E+dE). Da bismo dobili
ukupnu kon
entra
iju potrebno je izraz integraliti po dozvo	enim energijama. Kako energije elektrona

rastu od Eg do +∞, ukupna kon
entra
ija elektrona �e biti n =
∫∞

Eg
Dn(E)fn(E)dE. Sa druge strane, kako

smo definisali energiju xup	ina, ukupna kon
entra
ija xup	ina �e biti p =
∫∞

0
Dp(E)fp(E)dE. Iz izraza

izostav	amo zavisnost od temperature, jer se u da	em kon
entrixemo na fiksnu, sobnu temperaturu. Ako

primenimo aproksima
iju FD raspodele koja je data u formula
iji zadatka, za kon
entra
iju elektrona

imamo integral:

n =
1

2π2

(

2mn

~2

)
3

2
∫ ∞

Eg

√

E − Eg exp(−
E − EF

kBT
)dE,

a uvoÆe�em smene ξ =
E − Eg

kBT
dobijamo:

n =
1

2π2

(

2mnkBT

~2

)
3

2

exp(
EF − Eg

kBT
)

∫ ∞

0

√

ξe−ξdξ.
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Koriste�i rezultat iz postavke zadatka za odreÆeni integral dobijamo da je kon
entra
ija elektrona:

n = 2

(

mnkBT

2π~2

)
3

2

exp(
EF − Eg

kBT
).

Sliqnim postpukom dolazimo do izraza za kon
entra
iju xup	ina:

p = 2

(

mpkBT

2π~2

)
3

2

exp(− EF

kBT
).

U sluqaju qistog sili
ijuma sve xup	ine moraju do�i od elektrona u provodnoj zoni, xto znaqi −n+p = 0.

Odavde sledi da je n = p = 2
(

kBT
2π~2

)

3

2 (mnmp)
3

4 exp(− Eg

2kBT ), jer se n dobija korenova�em izraza np.

(iv) Izjednaqava�em izraza za gustine elektrona i xup	ina mo�emo izvesti izraz za energiju Fermijevog nivoa

EF =
Eg

2 + 3
4kBT ln(

mp

mn
). Kako su u naxem sluqaju mase identiqne mn ≈ mp ≈ me, imamo da se Fermi nivo

nalazi taqno na sredini izmeÆu provodne i valentne zone, odnosno EF = Eg/2.

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

~B

I
⊕

⊖

b

d

E‖

E⊥

u⊥

v⊥
u‖

v‖

Slika 4: Deo Si ploqi
e deb	ine d i xirine b kroz koju protiqe struja stalne jaqine I usled po	a E‖

elektromotorne sile. Komponente trenutnih brzina du� prava
a po	a E‖/⊥ su: u‖/⊥ za xup	ine i v‖/⊥ za

elektrone.

(v) U uzorku se nalaze elektroni i xup	ine koji se pri protoku struje kre�u u suprotnim smerovima du�

prav
a toka. Magnetno po	e skre�e naelektrisa�a i dovodi do �ihovog nagomilava�a na stranama ploqi
e.

Videti sliku 4. Zbog zasad nepoznate razlike u broju nagomilanih elektrona i xup	ina, pretpostavimo

da �e desna strana ploqi
e biti naelektrisana pozitivno, a leva negativno. Ovo stvara transverzalno

elektriqno po	e E⊥ = U/b u smeru datom na sli
i, gde je b xirina ploqi
e. Brzinu elektrona mo�emo

razlo�iti na longitudinalnu komponentu v‖ du� prav
a struje i komponentu transverzalnu na taj prava


v⊥. Analogno uvodimo i za xup	ine, gde smo longitudinalnu komponentu oznaqili sa u‖, a transverzalnu sa
u⊥. U sta
ionarnom re�imu, struje elektrona i xup	ina se moraju izjednaqiti du� transverzalnog prav
a,

xto znaqi env⊥ = epu⊥. Komponente brzina, u⊥ i v⊥, potiqu od transverzalnog elektriqnog po	a E⊥, kao

i po	a Loren
ovih sila: v‖B za elektrone i u‖B za xup	ine. Prime�uju�i defini
iju pokret	ivosti

naelektrisa�a du� transverzalnog i longitudinalnog prav
a dolazimo do: v⊥ = µn(v‖B + E⊥) = µ2
nE‖B +

µnE⊥ i u⊥ = µp(u‖B−E⊥) = µ2
pE‖B−µpE⊥, gde smo longitudinalne brzine qesti
a izrazili kao u‖ = µpE‖

i v‖ = µnE‖. E‖ predstav	a longitudinalnu komponentu elektriqnog po	a koja dovodi do protoka stalne

struje jaqine I, kao na sli
i 4. Jaqinu struje I mo�emo napisati u vidu proizvoda ukupne gustine struje i

povrxine popreqnog preseka bd, tj. I = e(nv‖+pu‖)bd = eE‖(nµn+pµp)bd. Uvrxtava�em izraza za brzine du�

transverzalnog prav
a u sluqaju elektrona i xup	ina u uslov sta
ionarnosti dobijamo E‖B(pµ2
p − nµ2

n) =

E⊥(nµn+pµp). Iz dobijenog i izraza za jaqinu struju sledi da je transverzalni napon U =
BI

d

pµ2
p − nµ2

n

e(nµn + pµp)2
.

Odavde vidimo da je izraz za Holov koefi
ijent RH =
pµ2

p − nµ2
n

e(nµn + pµp)2
. Da smo pretpostavili suprotan smer

transverzalnog elektriqnog po	a E⊥, koje potiqe od nagomilanih naelektrisa�a, dobili bismo isti izraz

sa suprotnim znakom.
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(vi) Koriste�i date vrednosti nalazimo da je kon
entra
ija elektrona i xup	ina n = p ≈ 0,902 · 1010 cm−3
.

Uvrxtava�em kon
entra
ije u izraz za Holov koefi
ijent dobijamo RH ≈ −346 m3/C. Vidimo da �e

znak Holovog koefi
ijenta zavisiti od pokret	ivosti nosila
a naelektrisa�a. U naxem sluqaju kada

su kon
entra
ije iste vidimo da znak dolazi direktno od razlike u pokret	ivostima µn i µp. Kako smo

pretpostavili da se na desnoj strani
i nagomilavaju pozitivna, a na levoj negativna naelektrisa�a, dobili

smo negativan znak Holovog koefi
ijenta. Ovo znaqi da je poqetna pretpostavka trebala da bude obrnuta.

OdreÆiva�em znaka RH je mogu�e direktno odrediti dominantni tip nosila
a naelektrisa�a u materijalu.
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Rexe�e zadatka 3

(a) (i) Moment iner
ije rama u odnosu na x-osu iznosi I = ma2/4+ma2/6 = 5ma2/12. Prvi qlan u zbiru potiqe
od strani
e rama mase m/4 koja se nalazi na rastoja�u a od ose rota
ije, dok drugi qlan opisuje dva

qlana jednakih doprinosa u momentu iner
ije, svaki 1/3×ma2/4. Nema doprinosa u momentu iner
ije
od strani
e rama koja prolazi kroz osu rota
ije, jer se deb	ina rama zanemaruje.

(ii) Magnetni moment rama koji le�i na horizontalnoj podlozi iznosi −pm~ez, gde je pm = ia2. Ovaj moment

zaklapa ugao od 90◦ sa vektorom magnetne induk
ije

~B generixu�i moment Amperovih sila

~M = ~pm× ~B =
−pmB~ez × ~ey = ia2B~ex. Zapravo, kako nema rezultante Amperovih sila koje deluju na ram u homogenom

magnetnom po	u, req je o spregu magnetnih sila koji bi dovodio do rota
ije u ~ex smeru po pravilu desnog
zavrt�a. Moment sile Zem	ine te�e u odnosu na x-osu deluje u suprotnom smeru i iznosi −mg(a/2)~ex.
Napadna taqka sile reak
ije podloge je u kritiqnom trenutku (pri tenden
iji odvaja�a) pomerena

prema sredixtu strani
e rama koja se poklapa sa x-osom, te je �en moment sila nula. Rota
ije rama

nema ukoliko va�i mga/2 ≥ ia2B, tj. za ǫ ∈ (0,1/2].

•

~B

m~g

~N

~Ftr θ

c

~ec

~pm

y

z

⊙
x

θ̇
(a)

•

~B

m~g

~N

~Ftr

ϑ

c

~ec

~pm

y

z

⊙
x

ϑ̇
(b)

Slika 5: (a) Trenutni polo�aj provodnog rama tokom rota
ije oko x-ose od y- ka z-osi. (b) Trenutni polo�aj

superprovodnog rama tokom rota
ije oko x-ose od z- ka y-osi.

(iii) Trenutni magnetni moment rama iznosi ~pm = (±i)~Sc = pm~ec, gde je pm = ia2 a ~ec jediniqni ort konture

po pravilu desnog zavrt�a. Izabrana kontura c se po smeru podudara sa smerom stalne jaqine struje i
(inaqe ne mora), pa je pm > 0, jer je ~Sc = a2~ec. Uzeto je +i, a ne −i, jer se smer jaqine struje i orijenta
ija
konture podudaraju, videti sliku 5(a) (pogled du� x-ose). Spreg Amperovih sila u odnosu na bilo koju

osu paralelnu sa ~ex se zapisuje u obliku ~M = ~pm× ~B = pmB~ec×~ey = pmB cos θ~ex, gde je θ trenutni ugao
koji ram zaklapa sa xy-ravni. Rezultanta svih Amperovih sila koje deluju na ram je jednaka nuli, jer

se ram nalazi u homogenom magnetnom po	u. Kao xto je prikazano na sli
i 5(a), ram trenutne ugaone

brzine θ̇ rotira u smeru od y- ka z-osi. Sve skupa, na �ega deluje sila Zem	ine te�e mg u sredixtu,

sila normalne reak
ije podloge N , i sila tre�a mirova�a Ftr (nema proklizava�a). Izbor smera sile

tre�a mirova�a je proizvo	an, jer Ftr mirova�a mo�e da promeni znak xto je diktirano dinamikom

sistema koja se pokorava �utnovim zakonima. Ovakav rezon ne va�i u sluqaju proklizava�a kada je

smer sile tre�a uvek suprotan od trenutne brzine kontaktne taqke rama u odnosu na podlogu.

Primenom II�utnovog zakona za rota
iono kreta�e rama momenta iner
ije I trenutnog ugaonog ubrza�a
θ̈ dobijamo

Iθ̈ = pmB cos θ −mga cos θ/2. (1)

Centar mase rama ima trenutno tangen
ijalno ubrza�e aθ̈/2, pa se prema II�utnovom zakonu za trenutno

transla
iono kreta�e 
entra mase rama dolazi do

maθ̈/2 = N cos θ + Ftr sin θ −mg cos θ. (2)
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Centar mase rama ima i normalno ubrza�e aθ̇2/2, jer se kre�e po kru�ni
i radijusa a/2, pa se II
�utnovim zakonom dobija

maθ̇2/2 = mg sin θ + Ftr cos θ −N sin θ. (3)

Jednaqina (1) se mo�a zapisati i u integralnom obliku mno�e�em sa elementarnom promenom ugla dθ
u smeru rota
ije. Naime, θ̈dθ = (dθ̇/dt)dθ = d(θ̇2/2). Sa druge strane, cos θdθ = d(sin θ). Na taj naqin (1)

postaje

d
(

Iθ̇2/2 +mga sin θ/2− ia2B sin θ
)

= 0, (4)

xto predstav	a Zakon odr�a�a energije

Iθ̇2/2 +mga sin θ/2 +Wp = const. (5)

Iz poqetnih uslova (t = 0) imamo da je θ = 0 i θ̇ = 0, pa je const = 0. Wp = −~pm · ~B predstav	a

poten
ijalnu energiju magnetnog dipola stalne jaqine struje u magnetnom po	u. Zapravo magnetno po	e

na vremenskom intervalu dt vrxi elementaran rad dWp = iEinddt indukuju�i po Faradejevom zakonu

elektromotornu silu Eind = −dΦc/dt u ramu, gde je Φc = ~B · ~Sc magnetni fluks u odnosu na konturu

c. Na kraju, dWp = iEinddt = −idΦc, tj. Wp = −iΦc = −~pm · ~B. Inaqe, da je orijenta
ija konture c
imala suprotan smer od i, onda bi u ovom izvoÆe�u na svakom mestu gde stoji i, trebalo staviti −i. Iz
jednaqina (1)−(5) slede sile Ftr i N u funk
iji od θ i ǫ

Ftr(θ,ǫ) =
9

10
(2ǫ− 1)mg sin 2θ i N(θ,ǫ) =

9

10
(2ǫ− 1)mg(cos 2θ − g(ǫ)), (6)

gde je g(ǫ) ≡ 6ǫ− 13

9(2ǫ− 1)
(slika 6). Prime�ujemo da je Ftr(θ,ǫ) ≥ 0 na intervalu koji nas interesuje

θ ∈ [0◦,90◦] i ǫ > 1/2, pa je dovo	no ispitati funk
iju f(θ,ǫ) ≡ Ftr(θ,ǫ)/N(θ,ǫ) u oblasti u kojoj je

ona pozitivna i definisana, tj. za N(θ,ǫ) > 0. Na osnovu (6) imamo da je f(θ,ǫ) =
sin 2θ

cos 2θ − g(ǫ)
. U

sluqaju ǫ ∈ (1/2,11/12) ⇒ g(ǫ) < −1, pa je N(θ,ǫ) > 0, ∀θ ∈ [0◦,90◦]. Diferen
ira�em po θ se nalazi da

funk
ija f(θ,ǫ) dose�e maksimum u θ
(max)
ǫ =

1

2
arccos

1

g(ǫ)
< 90◦, ∀ǫ ∈ (1/2,11/12), pri qemu g−1(ǫ) opada

od g−1(1/2) = 0 do g−1(11/12) = −1, a θ
(max)
ǫ raste od θ

(max)
1/2 = 45◦ do θ

(max)
11/12 = 90◦, dok je f(θ

(max)
ǫ ,ǫ) =

9(2ǫ− 1)

2
√

2(11− 12ǫ)(3ǫ+ 1)
i uzima konaqnu vrednost na posmatranom intervalu parametra ǫ. Kao zak	uqak,

ram se ne�e potpuno odvojiti od podloge ni za jedno ǫ iz intervala (1/2,11/12) pri uglovima koji nas

interesuju: θ ∈ [0◦,90◦], videti sliku 7(a). MeÆutim, za ǫ ∈ [11/12,∞), postoji mogu�nost da je N(θ, ǫ) = 0
za neko θ ≤ 90◦. Ovaj sluqaj, ǫ ∈ [11/12,∞), dovodi do situa
ije u kojoj f(θ,ǫ) → ∞ za neki asimptotski

ugao θ
(asym)
ǫ . Oblast θ ∈ (θ

(asym)
ǫ ,90◦) nas posebno ne interesuje (N(θ, ǫ) < 0 je fiziqki nemogu�e), ve�

oblast u kojoj je 0◦ ≤ θ < θ
(asym)
ǫ . Za asimptotski ugao va�i da je θ

(asym)
ǫ =

1

2
arccos g(ǫ). Funk
ija g(ǫ)

raste od g(11/12) = −1 do g(ǫ → ∞) → 1/3, dok asimptotski ugao opada do svog minimuma tako da je:

90◦ ≥ θ
(asym)
ǫ > (1/2) arccos

√

1/3 = arccos
√

2/3 ≈ 35,264◦, videti sliku 7(b). Za ǫ ∈ [11/12,∞) ram se

potpuno odvaja od podloge pri θ = θ
(asym)
ǫ , pri qemu θ

(asym)
ǫ opada od 90◦ do oko 35,264◦ kako ǫ raste od

11/12 do ∞. Dakle, ako θ
(asym)
ǫ generalno imenujemo kao ugao pri kojem �e se ram potpuno odvojiti od

podloge, zak	uqujemo da

θ(asym)
ǫ =







ne postoji 1/2 < ǫ < 11/12,
1

2
arccos g(ǫ) 11/12 ≤ ǫ <∞.

Interesantno je uoqiti da �e u drugom sluqaju, 11/12 ≤ ǫ <∞, dolaziti do proklizava�a u asimptotskim

situa
ijama kada se ram potpuno odvaja od podloge, jer postoji rexe�e jednaqine µ = f(θ,ǫ) za µ → ∞
(ekstremno hrapava podloga). MeÆutim, req je o spekula
ijama u beskonaqnosti, te je texko tvrditi da

li prvo dolazi do proklizava�a ili do potpunog odvaja�a.
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bb

bb

bb

bb

ǫ

g(ǫ)

13/6

(11/12,−1)

1/2

13/9

1/3

Slika 6: Grafik funk
ije g(ǫ) =
6ǫ− 13

9(2ǫ− 1)
.

(iv) U ovom delu rexavamo jednaqinu µ = f(θ,ǫ) za sluqaj proklizava�a. Osvrnimo se prvo na interval ǫ ∈
(1/2,11/12). Onda kada je µ > f(θ

(max)
ǫ ,ǫ) =

9(2ǫ− 1)

2
√

2(11− 12ǫ)(3ǫ+ 1)
≡ µc nikada ne dolazi do proklizva�a.

U protivnom, za µ ≤ µc, ram proklizava pri uglu θ∗ǫ ≤ θ
(max)
ǫ , gde jednakost va�i za µ = µc. Na ovom ǫ

intervalu, ugao θ∗ǫ se nalazi kao rexe�e jednaqine sin 2θ = µ (cos 2θ − g(ǫ)), tj. cos (2θ + ϕ) = g(ǫ) cosϕ,

gde je cosϕ ≡ µ
√

1 + µ2
. Zapravo, θ∗ǫ =

1

2
arccos

µ2g(ǫ) +
√

1 + µ2 − µ2g2(ǫ)

1 + µ2
koje je rexe�e ma�e vrednosti,

tj. θ∗ǫ ≤ θ
(max)
ǫ u oblasti 1/2 < ǫ < 11/12. Posle kra�ih transforma
ija, nejednakost θ∗ǫ ≤ θ

(max)
ǫ se

prevodi u g(ǫ)
√

1 + µ2 − µ2g2(ǫ) ≤ 1+µ2−µ2g2(ǫ), xto uvek va�i u ovoj oblasti, jer je −∞ < g(ǫ) < −1,

a jednakost se dobija za θ∗ǫ = θ
(max)
ǫ ⇔ g2(ǫ) = (1 + µ2)/µ2

. U oblasti 11/12 ≤ ǫ < ∞ uvek stoji da je

θ∗ǫ < θ
(asym)
ǫ bez ograniqe�a na µ. Ova stroga nejednakost se svodi na

√

1 + µ2 − µ2g2(ǫ) > g(ǫ), xto je

taqno s obzirom na −1 ≤ g(ǫ) < 1/3. Kao primer, ǫ = 11/12 ⇒ g = −1 ⇒ θ∗11/12 =
1

2
arccos

1− µ2

1 + µ2
, xto

daje θ∗11/12 = 45◦ za µ = 1. U zak	uqku,

θ∗ǫ =







ne postoji µc < µ <∞∧ 1/2 < ǫ < 11/12,

1

2
arccos

µ2g(ǫ) +
√

1 + µ2 − µ2g2(ǫ)

1 + µ2
(0 ≤ µ ≤ µc ∧ 1/2 < ǫ < 11/12)∨ (0 ≤ µ <∞∧ 11/12 ≤ ǫ <∞).

(b) (i) Zakon odr�a�a magnetnog fluksa u superprovodni
ima glasi: Φ
(ext)
c + Φ

(self)
c = const, gde je Φ

(ext)
c =

~B · ~Sc = Ba2 cosϑ spo	ax�i magnetni fluks u odnosu na konturu c, dok je Φ
(self)
c = Li(ϑ) sopstveni

magnetni fluks koji se protivi promeni spo	ax�eg indukova�em trenutne struje jaqine i(ϑ). Videti
sliku 5(b). Ukupan magnetni fluks ne sme da se me�a u superprovodni
ima, jer po Omovom zakonu nema

ukupnog indukovanog napona (R = 0 Ω). Poqetna vrednost ukupnog magnetnog fluksa (ϑ = 0◦) iznosi
Ba2, a kraj�a (ϑ = 90◦) pri prinudnom obrta�u iznosi Lis, pa je koefi
ijent samoinduk
ije stoga

L = Ba2/is. Odavde dobijamo da je i(ϑ) = is(1− cosϑ).
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Slika 7: (a) Ugaona zavisnost funk
ije f(θ,ǫ) za nekoliko vrednosti parametra ǫ takvih da je: (a) 1/2 ≤ ǫ ≤ 11/12
i (b) 11/12 ≤ ǫ <∞.

(ii) Kao u prvom delu zadatka pod (a), jednaqine kreta�a po II �utnovom zakonu za smer rota
ije dat na

sli
i 5(b) zapisujemo u vidu

Iϑ̈ = mga sinϑ/2− pmB sinϑ, (7)

maϑ̈/2 = Ftr cosϑ−N sinϑ+mg sinϑ, (8)

maϑ̇2/2 = mg cosϑ−N cosϑ− Ftr sinϑ. (9)

Zakon odr�a�a energije u ovom sluqaju glasi

mga cosϑ/2 + Iϑ̇2/2 +Wp = mga/2, (10)

gde je Wp = Li2(ϑ)/2 poten
ijalna energija magnetnog dipola qija se struja indukuje. Naime, magnetno

po	e spo	a indukuje elektromotornu silu u superprovodnom ramu Eind = −dΦ(ext)
c /dt = +dΦ

(self)
c /dt =

Ldi(ϑ)/dt, dok je ukupna elektromotorna sila u superprovodnom ramu ravna nuli (−Eind+Ldi(ϑ)/dt = 0).
Dakle, elementarni rad magnetnog po	a za vreme dt pri jaqini struje i(ϑ) iznosi dWp = Eindi(ϑ)dt =
Li(ϑ)di(ϑ), pa je Wp = Li2(ϑ)/2. Alternativno, dWp = −i(ϑ)dΦ(ext)

c /2. Vidimo da se zbog indukovane

struje ovde pojav	uje faktor 1/2, za razliku od sluqaja kada je i = const [sluqaj (a)℄. Uslov Ftr ≤ µN
je uvek zadovo	en, jer je po uslovu zadatka µ → ∞, tako da proklizava�a nema. Da	im kombinova�em

jednaqina (7)−(10) sledi

N(ϑ,ǫ) =
3

5
mg

(

2

3
+ 3 cos2 ϑ− 2 cosϑ+ 2ǫ (1− cosϑ) (cosϑ− cos 2ϑ)

)

. (11)

Kako je N(ϑ,ǫ) > N(ϑ,0) =
3

5
mg

(

2

3
+ 3 cos2 ϑ− 2 cosϑ

)

> 0, zak	uqujemo da je N(ϑ,ǫ) > 0, ∀ǫ ∈ (0,∞).

Drugim reqima, ne�e do�i do potpunog odvaja�a rama od podloge ni za jedno pozitivno ǫ. MeÆutim, na

ovom mestu je neophodno prodiskutovati mogu�nost zaustav	a�a rama pre ϑ = 90◦. Ram se zaustav	a pri

ϑ̇ = 0. Zamenom ovog uslova u (10) nalazimo da je ϑ(fin)(ǫ) = 90◦ za ǫ ∈ (0,1) i ϑ(fin)(ǫ) = arccos (1− 1/ǫ)
za ǫ ∈ [1,∞), gde je ϑ(fin)(ǫ) kraj�i ugao otklona kada se ram zaustavi. Vidimo da se ram uvek prinudno

zaustav	a zbog podloge za 0 < ǫ < 1, dok za ǫ ≥ 1 zaustav	a�e rama se jav	a usled zakoqnog momenta

sila magnetnog po	a. Sluqaj ǫ = 1 odgovara uglu ϑ(fin)(ǫ = 1) = 90◦, ali se ovo zaustav	a�e ne jav	a

zbog postoja�a podloge kao barijere u kreta�u. Videti sliku 8(a) gde je, u jedini
ama mg, predstav	ena
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Slika 8: (a) Ugaona zavisnost sile normalne reak
ije podloge izra�ene u jedini
ama mg za izvestan broj

vrednosti parametra ǫ. (b) Zavisnost maksimalne ugaone brzine rama izra�ene u jedini
ama ω0 od parametra

ǫ (levo) i zavisnosti ϑ0(ǫ) i ϑ
(fin)(ǫ) (desno).

ugaona zavisnost N(ϑ,ǫ) za nekoliko ǫ karakteristiqnih vrednosti. Na sli
i 8(b) je plavom linijom

prikazana zavisnost ϑ(fin)(ǫ).

(iii) Na osnovu jednaqina (7)−(10) dobijamo da je

Ftr(ϑ,ǫ) =
3

5
mg (−2 + 3 cosϑ+ 2ǫ (1− cosϑ) (1− 2 cosϑ)) sinϑ. (12)

Kako je sinϑ ≥ 0 u izrazu za Ftr(ϑ,ǫ) u jednaqini (12), analizom kvadratne funk
ije po cosϑ nalazimo

da Ftr me�a znak pri ϑ(c)(ǫ) = arccosh(ǫ), gde je h(ǫ) ≡ 3(2ǫ− 1) +
√

8 + (2ǫ− 1)2

8ǫ
. Pri tome, uvek va�i

da je 0 < h(ǫ) < 1 za ǫ ∈ (0,1) i 1− 1/ǫ < h(ǫ) < 1 za ǫ ∈ [1,∞), pa je ϑ(c)(ǫ) < ϑ(fin)(ǫ),∀ǫ ∈ (0,∞). Postoji

i drugo rexe�e kvadratne jednaqine: ϑ(c∗)(ǫ) = arccosh∗(ǫ), gde je h∗(ǫ) ≡ 3(2ǫ− 1)−
√

8 + (2ǫ− 1)2

8ǫ
.

MeÆutim, kako u tom sluqaju uvek va�i da je 1 − 1/ǫ < h∗(ǫ) < 0 za ǫ ∈ (0,1) i 0 ≤ h∗(ǫ) ≤ 1 − 1/ǫ za
ǫ ∈ [1,∞), dobija se da je ϑ(c∗)(ǫ) ≥ ϑ(fin)(ǫ) > ϑ(c)(ǫ), ∀ǫ ∈ (0,∞), gde jednakost va�i za ǫ = 1. Analiza
ovog rexe�a se iz ovog razloga ne uzima u obzir.

(iv) Budu�i da postoji mogu�nost da se ram zaustavi pre nego ϑ = 90◦, oqekujemo da u nekom momentu t (ϑ(t) =
ϑ0) ram dosegne maksimalnu ugaonu brzinu (ϑ̇(t) = ω(max)

), kada je ϑ̈(t) = 0. Ovaj uslov uvrxtavamo u
(7) xto daje ϑ0(ǫ) = 90◦ za ǫ ∈ (0,1/2] i ϑ0(ǫ) = arccos (1 − 1/2ǫ) za ǫ ∈ (1/2,∞). Videti sliku 8(b) gde

je 
rvenom linijom data zavisnost ϑ0(ǫ). Iz jednaqine (10) nalazimo da je ω(max)(ǫ) = 2ω0

√
1− ǫ za

ǫ ∈ (0,1/2] i ω(max)(ǫ) = ω0/
√
ǫ za ǫ ∈ (1/2,∞), gde je ω0 ≡

√

3g/5a. Videti sliku 8(b) na kojoj je zelenom
linijom prikazana zavisnost ω(max)(ǫ). Dakle,

ϑ(fin)(ǫ) =

{

90◦ 0 < ǫ < 1,

arccos (1 − 1/ǫ) 1 ≤ ǫ <∞.

ϑ0(ǫ) =

{

90◦ 0 < ǫ ≤ 1/2,

arccos (1− 1/2ǫ) 1/2 < ǫ <∞,
ω(max)(ǫ) =

{

2ω0

√
1− ǫ 0 < ǫ ≤ 1/2,

ω0/
√
ǫ 1/2 < ǫ <∞.

Interesantno je primetiti da u ovom sluqaju ram izvodi jednu vrstu os
ilatornog kreta�a unutar

0◦ ≤ ϑ ≤ ϑ(fin)(ǫ) za ǫ > 1/2. Iz jednaqine (7) se nalazi da trenutno ugaono ubrza�e rama od �egovog

Strana 10 od 11



13. SRPSKA FIZIQKA OLIMPIJADA ZA UQENIKE SRED�IH XKOLA

XKOLSKA 2018/19. GODINA

Druxtvo fiziqara Srbije i Ministarstvo prosvete, nauke

i tehnoloxkog razvoja Republike Srbije

ZADACI

Beograd

24-25. april 2019.

trenutnog otklona ϑ pri datom ǫ zavisi kao ϑ̈ = 2ω2
0(1 − 2ǫ(1 − cosϑ)) sinϑ. ϑ̈ je uvek nenegativno

u opsegu ǫ ∈ (0,1/2]. Spe
ijalno, ϑ̈ = 0 za ǫ = 1/2 pri otklonu od 90◦ kada je ugaona brzina rama

maksimalna i iznosi ω0

√
2. U opsegu ǫ ∈ (1/2,∞), ugaono ubrza�e me�a znaka pri trenutnom uglu

ϑ0(ǫ) = arccos (1− 1/2ǫ) kada je ugaona brzina maksimalna i iznosi ω0/
√
ǫ. MeÆutim, za 1/2 ≤ ǫ < 1

ugaono ubrza�e pri finalnom uglu (uvek 90◦) iznosi 2ω2
0(1 − 2ǫ) ≤ 0. S druge strane, za ǫ ≥ 1 kraj�i

ugao otklona iznosi arccos (1− 1/ǫ), dok je ugaono ubrza�e rama tada −2ω2
0

√
2ǫ− 1/ǫ.

Zadatke pripremili: dr Nenad Vukmirovi� (1) i dr Dejan M. �oki� (3), Institut za fiziku u Beogradu

Aleksandar Bukva (2), Institut Loren
 za teorijsku fiziku, Lajden, Holandija

Re
enzenti: dr Dejan M. �oki� (1), dr Mihailo Qubrovi� (2) i Vladimir Ve	i� (3), Institut za fiziku u Beogradu

Predsednik Komisije za takmiqe�a uqenika sred�ih xkola: dr Bo�idar Nikoli�, Fiziqki fakultet, Beograd
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Odre�iva�e karakteristika elektronskih kola

n np
E C

B

E

C

B

p pn

E C

B

E

C

B

Slika 1: Simbol i xematski prikaz npn
(levo) i pnp tranzistora (desno). Prilikom
crta�a tranzistora u elektronskim
xemama kru�i� se mo�e izostaviti.

U svom najopxtijem znaqe�u, elektronika se mo�e definisati
kao oblast fizike koja prouqava kreta�e elektrona i drugih
nosilaca naelektrisa�a kroz slobodan prostor i poluprovodne
materijale. Me�utim, najqex�e se pod pojmom elektronika
podrazumeva tehniqka disciplina koja se bavi razvojem i
proizvod�om razliqitih komponenata elektriqnih kola, ure�aja
i qitavih sistema. Zaqetkom elektronike smatra se otkri�e
elektrona 1897. godine, xto je ubrzo dovelo do pronalaska
vakuumskih cevi, dugo godina korix�enih za pojaqa�e i
isprav	a�e malih elektriqnih signala. Me�utim, slobodno se
mo�e re�i da je zamena vakuumskih cevi poluprovodniqkim
elementima - diodama i tranzistorima, xezdesetih godina HH
veka, dovela do prave revolucije u elektronici i srodnim
disciplinama - telekomunikacijama, automatici i raqunarskoj
tehnici. Pionirskim poduhvatom poluprovodniqke tehnologije

smatra se kalkulator IBM 608, naqi�en 1955. godine, isk	uqivo od tranzistorskih kola. Sadr�ao je preko 3000
germanijumskih tranzistora. K	uqni deo svih poluprovodniqkih elektronskih komponenata je dobro poznati p-n
spoj.

n p

a)

б) 0

φ

Uk x

Diff

Diff

Drift

Drift

Неутрална
област

Неутрална
област

+
+
+

-
-
-
-

-
-
-
-

+
+
+
+

Спој

Slika 2: p-n spoj u odsustvu
spo	ax�eg izvora struje. a)
Xematski prikaz p-n spoja:
punim kru�i�ima predstav	eni
su elektroni, a praznim
xup	ine. Sa −,+ oznaqeni su
nekompenzovani joni primesa na
spoju. b) Raspodela potencijala.

Bipolarni tranzistori su aktivne elektronske komponente koje mogu
istovremeno pojaqati struju i napon ulaznog signala i potroxaqu predati
ve�u snagu od one koju ula�e izvor signala. Naziv tranzistor nastao je
poveziva�em termina transfer i resistor, dok pridev bipolarni potiqe od
qi�enice da u provo�e�u struje kroz tranzistor uqestvuju i elektroni i
xup	ine. Sastoje se od dva p-n spoja i imaju tri spo	ax�a prik	uqka.
Sred�i sloj je baza tranzistora, a kraj�i - emitor i kolektor. U zavisnosti
od redosleda slojeva postoje dva tipa bipolarnih tranzistora: pnp i npn.
�ihova struktura i simboli dati su na slici 1. U osnovi, princip
rada zasniva se na funkcionisa�u p-n spoja. U odsustvu spo	ax�eg po	a,
raspodela potencijala na svakom od spojeva sliqna je onoj sa slike 2.
Kroz kontakt emitora n-tipa i baze p-tipa (za sluqaj npn tranzistora)
odvija se difuzija osnovnih nosilaca: elektrona iz emitora u bazu i
xup	ina iz baze u emitor. Pritom se uz kontakt sa strane baze stvara sloj
nekompenzovanih, negativno naelektrisanih jona primesa, a sa strane emitora
sloj nekompenzovanih, pozitivno naelektrisanih jona. Usled toga dolazi do
formira�a potencijalne barijere, koja sma�uje struju difuzije. Tako�e,
postoji i struja drifta kao posledica ovako formirane kontaktne razlike
potencijala Uk. U odsustvu spo	ax�eg po	a ove struje su uravnote�ene i
ukupna struja jednaka je nuli. Sliqno va�i i za spoj baza-kolektor.

Za rad tranzistora potrebno je prik	uqiti ga na spo	ax�e napaja�e,
xto se uobiqajeno naziva polarizacija tranzistora. Da bi tranzistor radio
u tzv. aktivnom re�imu rada, u kome se ostvaruju dobra pojaqavaqka svojstva,
potrebno je spoj baza-emitor polarisati direktno (tj. pozitivan pol baterije
vezati za p-stranu spoja, a negativan za n-stranu), a spoj baza kolektor
inverzno. Usled toga se visina potencijalne barijere na prvom spoju sma�uje,

a na drugom pove�ava (slika 3).
Polarizacija tranzistora obiqno se radi pomo�u dva nezavisna izvora elektromotorne sile. Da	i tekst i

oznake vezane za opis rada tranzistora odnose se na npn tip (pnp tranzistori rade analogno). U praksi se pokazalo
da je za aktivan re�im rada dovo	no obezbediti da je napon izme�u baze i emitora (UBE) ve�i od neke male
vrednosti koja zavisi od tipa tranzistora (0,3−0,7 V), a napon izme�u kolektora i baze UCB > −0,4 V. Deta	nijom
analizom pokazuje se da je uprox�en model tranzistora za rad u aktivnom re�imu kao na slici 4, pri qemu je
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rombom prikazan tzv. naponski kontrolisan strujni generator, tj. qi�enica da kolektorska struja IC zavisi od
napona UBE kao IC = IC0e

UBE/ηVT . Ovde je VT temperaturni napon, dat izrazom VT = kBT
qe

, gde je kB Bolcmanova
konstanta, T apsolutna temperatura, a qe naelektrisa�e elektrona. IC0 je parametar koji zavisi od temperature,
a η je korekcioni faktor za koji se kod tranzistora korix�enih u ve�bi mo�e uzeti vrednost 1,28.

+
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+

p-mun
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Slika 3: Xematski prikaz a) inverzno, b) direktno
polarisanog p-n spoja. Ek je kontaktno elektriqno
po	e koje se jav	a usled nagomilava�a nekompenzovanih
primesnih jona suprotnog znaka na dve strane spoja.

Tranzistor radi u aktivnom re�imu dok god je
UCB > −0,4 V. Kada napon izme�u kolektora i baze
padne ispod ove vrednosti, npn tranzistor ulazi u
re�im zasi�e�a (eng. saturation). Najelementarniji
model tranzistora u re�imu zasi�e�a je zatvoren
prekidaq. Kolo sa slike 5 predstav	a nexto realniji
model tranzistora koji radi u zasi�e�u. Prema ovoj
xemi, mo�e se pisati: IC = IC0e

UBE/ηVT − IBCe
UBC/ηVT ,

gde je VT ranije definisan temperaturni napon.
Pri veoma malim, kao i negativnim, vrednostima

napona izme�u baze i emitora, bazna struja tranzistora
je zanemar	iva, pa samim tim i kolektorska i
emitorska. Ovo je tzv. neprovodni re�im rada.
Tranzistor se u ovom sluqaju dosta realno mo�e
modelovati otvorenim prekidaqem.

Pojaqavaqi su elektronska kola koja na izlazu
(eng. output) daju signal ve�e amplitude od ulaznog
(eng. input), sa xto ma�im, teorijski zanemar	ivim,

izobliqe�em. Po definiciji, pojaqavaq je mre�a sa dva pristupa i simboliqki se u kolu oznaqava kao na slici 6
a, a ukoliko je jedan prik	uqak zajedniqki za ulaz i izlaz, simbol pojaqavaqa je kao na slici 6 b.

Pojaqavaqi mogu biti veoma jednostavni i sadr�ati samo jedan tranzistor, ali i vrlo kompleksni. Da bi
pojaqavaq mogao da se posmatra kao sastavni deo slo�enih elektronskih kola, potrebno je do�i do modela pojaqavaqa
koji se mo�e koristiti u analizi pojaqavaqkih kola bez ula�e�a u deta	e �egove strukture. Do parametara modela
pojaqavaqa mo�e se do�i analizom samog pojaqavaqkog kola ili eksperimentalno, mere�em ulaznih i izlaznih
veliqina i parametara pojaqavaqa. Osnovni parametri pojaqavaqa su:

Slika 4: Model npn tranzistora u
aktivnom re�imu rada.

- Naponsko pojaqa�e:

Av =
∆Uout

∆Uin
, (1)

- Strujno pojaqa�e:

Ai =
∆Iout
∆Iin

, (2)

- Izlazna otpornost:

Rout =
∆Uout

∆Iout
, (3)

- Ulazna otpornost:

Rin =
∆Uin

∆Iin
. (4)

Svoju najva�niju primenu bipolarni tranzistori nalaze upravo u pojaqavaqkim kolima. S obzirom na to da
pojaqavaqi imaju dva ulazna i dva izlazna prik	uqka, a da tranzistor raspola�e sa tri spo	na prik	uqka, jasno
je da u pojaqavaqkom kolu jedan od ovih prik	uqaka mora biti zajedniqki (referentni) za ulaz i izlaz. U skladu
sa tim, postoje tri mogu�e konfiguracije jednostepenih pojaqavaqa sa bipolarnim tranzistorom:

- pojaqavaq sa zajedniqkim emitorom (ulaz - bazna grana, izlaz - kolektorska grana)

- pojaqavaq sa zajedniqkom bazom (ulaz - emitorska grana, izlaz - kolektorska grana)

- pojaqavaq sa zajedniqkim kolektorom (ulaz - bazna grana, izlaz - emitorska grana).
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Slika 5: Model npn tranzistora u zasi�e�u.

Pored ve� nabrojanih osnovnih parametara pojaqavaqa,
definixu se i �ihove grafiqke karakteristike. To su:

- ulazna karakteristika: zavisnost ulazne struje od
ulaznog napona, pri konstantnom izlaznom naponu, i

- izlazna karakteristika: zavisnost izlazne struje od
izlaznog napona, pri konstantnoj ulaznoj struji.

Ci	 ve�be je odre�iva�e parametara i karakteristika
razliqitih elektronskih kola. U prvom zadatku treba
odrediti nepoznatu kapacitivnost kondenzatora. U drugom
zadatku analizira se rad bipolarnog tranzistora kao
pojaqavaqa. Tre�i zadatak sadr�i eksperimentalnu analizu
slo�enog elektronskog kola. Eksperimentalna aparatura
koja je pred vama sadr�i: akumulatorsku bateriju
kao izvor jednosmernog napona, kondenzator nepoznate
kapacitivnosti, nekoliko otpornika razliqitih otporno-

sti, dva bipolarna npn tranzistora tipa 2N2222, potenciometre, kablove - kratkospojnike, protoploqu,
multimetar i xtopericu. Odgovaraju�e vrednosti parametara pojedinih komponenata, kao i fiziqke konstante
koje mo�ete koristiti pri rexava�u nalaze se na kraju teksta zadatka.

Slika 6: a) Opxti simbol pojaqavaqa; b) Simbol
pojaqavaqa kod koga je jedan prik	uqak zajedniqki
za ulaz i izlaz.

Na slici 7 prikazan je fiziqki izgled protoploqe
na kojoj treba povezati odgovaraju�a kola. Na �oj se
nalaze rupice u koje se ubadaju elektronske komponente
i kratkospojnici. Sve rupice koje su spojene linijama na
slici 7 elektriqno su povezane sa do�e strane ploqe.
Zelenom linijom oznaqena su mesta na protoploqi gde treba
prik	uqiti negativan pol baterije (obele�ena na ploqi sa
−). Na sliqan naqin, crvenom linijom oznaqena su mesta
gde treba prik	uqiti pozitivan pol baterije (obele�ena na
ploqi sa +). Ista takva dva niza rupica nalaze se i na drugoj
ivici ploqe (vidi sliku), ali �ih ne treba koristiti.
Tako�e, po pet rupica u svakoj koloni obele�enoj brojem
elektriqno su povezani (prve dve takve kolone spojene su na

slici 7 tamnoplavom linijom). Na slici 8 prikazan je raspored prik	uqaka (pinova) bipolarnog tranzistora.
Na ovo treba obratiti pa��u prilikom poveziva�a elemenata u kolo.

Slika 7: Fiziqki izgled protoploqe.

OPXTE NAPOMENE:

1) Na bateriji se nalaze zakaqeni kablovi pomo�u kojih
se ona mo�e povezati na protoploqu. Negativan kraj
baterije je prik	uqen na protoploqu i taj kabl ne treba
isk	uqivati iz ploqe tokom celog eksperimenta, da ne bi
doxlo do nehotiqnog spaja�a dva kraja baterije, direktno
ili preko metalnih delova vaxe opreme (satovi, olovke
itd.). Pozitivan kraj baterije prik	uqiti na za to odre�ena
mesta na protoploqi tek kada ste sigurni da ste dobro
povezali kolo.

2) Kada god ne merite, isk	uqite pozitivan kraj baterije
sa protoploqe. Tako�e, sve promene konfiguracije ili
elemenata povezanog kola vrxiti pri isk	uqenom pozi-
tivnom kraju baterije.

3) Ne cimati i ne vu�i kablove na spoju sa baterijom i ne
skidati ih sa iste da ne bi doxlo do kida�a.
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4) Obratiti pa��u na polaritet kondenzatora (negativan kraj ima kra�i prik	uqak i oznaqen je crticom na
samom kondenzatoru). Ukoliko se obrne polaritet elektrolitiqkog kondenzatora u kolu mo�e do�i do havarije.

5) Potenciometar je ure�aj sa tri izvoda kod koga se obrta�em toqki�a me�a otpor izme�u sred�eg i bilo kog od
kraj�ih izvoda, dok je otpor izme�u dva kraj�a izvoda konstantan.

Slika 8: Raspored
prik	uqaka npn
tranzistora.

6) Multimetar koristiti isk	uqivo za mere�e napona. Ukoliko je potrebno odrediti
neku struju, meriti napon na odgovaraju�em otporniku. Multimetar podesiti na mere�e
jednosmernih napona, na opsegu do 20 volti, ukoliko je mogu�e (potrebno je oqitavati napone
sa taqnox�u do stotog dela volta).

7) Za mere�e napona na raspolaga�u su vam, po potrebi, i tanke iglice koje se mogu
postaviti na protoploqu. Potrebno je iglicu postaviti u taqku na protoploqi koja ima
isti potencijal kao taqka u kojoj se �eli meriti.

8) Ukoliko mislite da nexto nije u redu sa kolom, pozovite de�urnog qlana komisije koji
�e ustanoviti da li je doxlo do oxte�e�a neke od komponenata. Odgovori na pita�a vezana
za poveziva�e kola i korix�e�e instrumenata nisu mogu�i.

9) Sve bitne korake i pretpostavke u izvo�e�u, mere�u i interpretaciji deta	no opisati
i obrazlo�iti!

Zadatak 1 [6 poena]

Slika 9: Xema elektriqnog kola za zadatak 1.

U ovom zadatku posmatra se jednostavno linearno elektriqno kolo, u kome je potrebno odrediti nepoznati
kapacitet kondenzatora. Povezati kolo kao na slici 9. Pomo�u baterije koja predstav	a izvor ems E ≈ 12 V i
odgovaraju�ih otpornika napraviti izvor napaja�a koji ispu�ava slede�a dva uslova: (1) napon UAB ≈ 6 V pri
otvorenom prekidaqu i (2) napon UAB ≥ 5 V pri zatvorenom prekidaqu (u tom smislu, izvor ems E sa slike je
samo simbol). Tek po ispu�e�u uslova (1) povezati ostatak kola na ovakav izvor napaja�a! Voditi raquna da je
maksimalan napon koji kondenzator mo�e da izdr�i 6,3 V! Tako�e obratiti pa��u na polaritet kondenzatora.
U svrhu prekidaqa koristiti obiqan kabl - kratkospojnik. Vrednost otpora u ovom kolu iznosi R = 100 kΩ.

Nakon ispravnog poveziva�a kola, tako da su zadovo	eni uslovi (1) i (2), snimiti krivu pra��e�a kondenzato-
ra i na osnovu toga odrediti �egovu kapacitivnost. Proceniti grexku kapacitivnosti. Zanemariti pritom
grexku za otpornost R.

Zadatak 2

U ovom zadatku analizira se rad npn bipolarnog tranzistora kao pojaqavaqa, u konfiguraciji sa zajedniqkim
emitorom. Za razliku od uobiqajenog sluqaja opisanog u uvodnom tekstu, gde se polarizacija tranzistora posti�e
pomo�u dva odvojena izvora ems, u ovom zadatku polarizacija je izvrxena pomo�u jedne baterije. Potenciometar,
otpornik i baterija qine kolo za polarizaciju, dok deo kola desno od potenciometra predstav	a sam pojaqavaq.
Obratiti pa��u na raspored pinova tranzistora (slika 8). U okviru ovog zadatka nije potrebno odre�ivati
grexke.

a) [2 poena] Povezati kolo kao na slici 10. Snimiti ulaznu karakteristiku pojaqavaqa. Nacrtati odgovaraju�i
grafik i na osnovu �ega izraqunati ulaznu otpornost ovakvog pojaqavaqa.
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Slika 10: Xema elektriqnog kola za zadatak 2 a.

b) [3.5 poena] Povezati kolo kao na slici 11. Osmisliti mere�e kojim bi se mogla odrediti ambijentalna
temperatura. Na osnovu mere�a nacrtati grafik i �egovom analizom proceniti ambijentalnu temperaturu.
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1
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Slika 11: Xema elektriqnog kola za zadatak 2 b.

v) [3.5 poena] Povezati kolo kao na slici 12. Meriti zavisnost izlaznog napona od ulaznog Vout(Vin) za dati
pojaqavaq. Na osnovu mere�a nacrtati grafik pa proceniti naponsko pojaqa�e pojaqavaqa. Ovo pojaqa�e odre�iva-
ti sa dela krive koji ima najve�u apsolutnu vrednost nagiba. Potom izvesti izraz koji povezuje naponsko i strujno
pojaqa�e u ovom kolu i izraqunati strujno pojaqa�e pojaqavaqa u toj istoj oblasti.

E R
b

1 kΩ

100 kΩ

V
out

B

E

R
1

10 kΩ

V
in

C

Slika 12: Xema elektriqnog kola za zadatak 2 v.

Zadatak 3 [5 poena]

U ovom zadatku analizira se slo�eno elektronsko kolo sa dva ulaza, Vin1 i Vin2, i jednim izlazom, Vout,
prikazano na slici 13. Povezati kolo prema xemi datoj na slici. Osmisliti najoptimalniji mogu�i skup mere�a
kojima bi se moglo odrediti funkcionisa�e ovog kola. Pomo�u tih mere�a i na osnovu �ih skiciranih grafika
opisati rad i funkciju ovog kola. Pomo�u potenciometara obezbediti da su naponski nivoi na oba ulaza uvek
iznad 0,6 V. Nije potrebno odre�ivati nijedan numeriqki parametar kola, kao ni raqunati grexke. U okviru ovog
zadatka grafike ne morate crtati na milimetarskom papiru, ve� ih mo�ete skicirati na belim papirima za rad.
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Slika 13: Xema elektriqnog kola za zadatak 3.

Numeriqki podaci koje mo�ete koristiti (i qije se grexke mogu zanemariti):

Otpornosti otpornika (razvrstanih na papiru koji stoji na vaxem radnom stolu): 1,5 kΩ, 10 kΩ, 22 kΩ, 100 kΩ.

Otpornosti potenciometara: 0-1 kΩ, 0-10 kΩ.

Elektromotorna sila baterije: oko 12 V jednosmernog napona; ukoliko vam je potrebna taqna vrednost, izmerite
je.

Bolcmanova konstanta: kB = 1,38 · 10−23J/K.

Naelektrisa�e elektrona: qe = 1,6 · 10−19C.

Zadatke pripremili: dr Marko Opaqi� i dr Bojan Stojadinovi�, Institut za fiziku u Beogradu
Recenzenti: dr Nenad Vukmirovi� i dr Danko Box�akovi�, Institut za fiziku u Beogradu
Predsednik Komisije za takmiqe�a uqenika sred�ih xkola: dr Bo�idar Nikoli�, Fiziqki fakultet, Beograd
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Zadatak 1.

Jedan od naqina da se od baterije ems 12 V, dobije tra�enih 6 V je primena tzv. razdelnika napona. Kolo na
slici 1 predstav	a tra�eni izvor napaja�a. Naime, pri otvorenoj vezi napon na krajevima AB je:

UAB = E
Ra

Ra +Ra
= 6V.

E = 12 V

R 10 kΩ
a
=

R =10 kΩ
a

A

B

Slika 1: Izvor napaja�a koji zadovo	ava uslove zadatka dobijen pomo�u dva jednaka otpornika (Ra = 10 kΩ).

Kada se ovaj izvor napaja�a pove�e sa RC kolom, u stacionarnom sta�u (kada nema struje kroz kondenzator) je:

UAB = E
Ra ‖R

Ra ‖R+Ra
= 5.71V,

odakle sledi da ovakvo kolo ispu�ava oba tra�ena uslova (ovde Ra ‖R = RaR
Ra+R oznaqava ekvivalentnu otpornost

paralelne veze otpornika Ra i R).
Druga mogu�nost dobija�a tra�enog izvora napaja�a je upotreba potenciometra vezanog na red sa baterijom.

Obrta�em toqki�a na potenciometru podesi se da je tra�eni napon UAB pri otvorenom prekidaqu oko 6 V. Jedina
principijelna razlika u odnosu na kolo sa slike 1 je u tome xto se sada ukupna otpornost potenciometra deli
na dva dela koja ne moraju nu�no (ve� samo pribli�no) biti jednaka.

Poveziva�e kola:

A

B

C
R

P

ε

Slika 2: Xema elektriqnog kola za zadatak 1.

Kada se otvori prekidaq, preostaje samo RC kolo, u kome se kondenzator prazni preko otpornika. Zakon po
kome se me�a napon na kondenzatoru sa vremenom je:

U(t) = U0e
− t
RC ,

(U0 je napon u poqetnom trenutku) odakle se linearizacijom dobija

ln(
U

1V
) = ln(

U0

1V
)− 1

RC
t.
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Va�i

∆ ln(
U

1V
) =

∆U

U
.

Mere�e je vrxeno tako xto je oqitavana vrednost napona na svakih 20 sekundi. S obzirom da nema ponov	enih
mere�a i usred�ava�a, grexka napona potiqe od dva qlana: grexke instrumenta od 0.01 V i grexke usled toga
xto napon nije oqitan taqno u trenutku t. Za vreme 	udske reakcije od 0.2 s napon se ne mo�e promeniti za vixe
od 0.01 V, te je za ukupnu grexku usvojeno ∆U = 0.02 V. Izmerene vrednosti U , izraqunate vrednosti ln(U/1V) i
grexke ∆(ln(U/1V)) = ∆U

U su prikazane u tabeli 1.

t(s) 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

U(V) 5,73 4,87 4,13 3,53 3,03 2,62 2,28 1,98 1,76 1,56 1,38 1,22 1,09

∆U(V) 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
ln(U/1V) 1,74 1,58 1,42 1,26 1,11 0,96 0,82 0,68 0,57 0,44 0,32 0,20 0,09

∆ ln(U/1V) 0,004 0,005 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,01 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02

Tabela 1: Primeri izmerenih vrednosti, izraqunatih veliqina i odgovaraju�ih grexaka tra�enih u zadatku 1.

0 50 100 150 200 250
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

 

ln
(U

/1
V
)

t (s)

A

B

Slika 3: Linearizovani grafik zavisnosti napona na kondenzatoru od vremena.

Koeficijent pravca na grafiku zavisnosti ln(U/1V) od t na slici 3 je jednak:

−k =
yA − yB
tA − tB

=
1,62− 0,10

240− 10
= 0,006609 s−1

a odgovaraju�a grexka je: ∣∣∣∣∆kk
∣∣∣∣ =

∆yA + ∆yB
|yA − yB |

=
0,005 + 0,02

1,62− 0,10
= 0,0164

gde su A i B dve taqke na pravoj koja najbo	e odslikava dobijenu eksperimentalnu zavisnost, izabrane da se nalaze
izme�u prve dve, odnosno posled�e dve eksperimentalne taqke.
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Da	e je:

RC =
−1

k
= 151,3 s,

odnosno

∆(RC)

RC
=

∆k

k
= 0,0164.

Iz posled�e dve jednakosti sledi

∆RC = 2,49

tj.

RC = (151± 3) s.

Sada imamo

C =
RC

R
=

151,3 s

100kΩ
= 1,513 mF,

i konaqno

C = (1,51± 0,03) mF.

Napomena: Zadatak se mo�e rexiti i na drugi naqin. Naime, kapacitet kondenzatora je odre�en slede�om
relacijom:

C =
∆q

∆U
=

∆q

U0 − U1
,

gde je U1 posled�i izmeren napon a ∆q naelektrisa�e proteklo kroz kondenzator od poqetka do kraja mere�a.
Na osnovu merenih napona raquna se struja kroz RC kolo relacijom I = U/R i crta grafik zavisnosti I(t).
Povrxina ispod ovog grafika od poqetnog trenutka do kraja mere�a bi�e jednaka ∆q i ona se mo�e odrediti
pribli�no, de	e�em ukupne povrxine na pravougaonike ili trapeze i sabira�em tih povrxina.

Zadatak 2 a.

Na osnovu podataka datih u teorijskom uvodu, ulazna karakteristika predstav	a zavisnost ulaznog napona od
ulazne struje. Tako�e, reqeno je da je ulaz u pojaqavaq u baznoj grani, desno od potenciometra (taqka 1 na slici 4).
Prema tome, mo�e se zak	uqiti slede�e (uz oznake kao na slici 4):

- Napon na ulazu: U13 = Uin

- Struja na ulazu: I12 = U12

100 kΩ = Iin

Izmerene vrednosti napona i struje na ulazu su prikazane u tabeli 2.

U13(V) 6,15 5,37 3,90 2,82 1,43 0,77 Uin

U12(V) 5,52 4,75 3,30 2,23 0,87 0,24

I12(mA) 0,0552 0,0475 0,033 0,0223 0,0087 0,0024 Iin

Tabela 2: Primeri izmerenih i izraqunatih vrednosti u zadatku 2 a.

Primenom definicione formule: ∆Uin = Rin∆Iin sledi da je ulazna otpornost jednaka koeficijentu pravca na
grafiku zavisnosti Uin od Iin sa slike 5. Na tom grafiku su izabrane dve taqke A i B kao u prethodnom zadatku.
Ulazna otpornost je:
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Slika 4: Xema elektriqnog kola za zadatak 2 a.
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Slika 5: Grafik zavisnosti ulaznog napona pojaqavaqa od ulazne struje.

Rin =
UB − UA

IB − IA
=

5,6− 1,05

50− 5

V

µA
≈ 101 kΩ

Napomena: Vidimo da se naponi U13 i U12 razlikuju za oko 0,6 V, xto upravo predstav	a napon na spoju baza-
emitor UBE u aktivnom re�imu rada tranzistora. Me�utim, kada je napon U13 znaqajno ma�i od 0,6 V, U12 �e
biti nula, kao i bazna struja Iin. Tranzistor je tada u neprovodnom re�imu i ulazna otpornost pojaqavaqa je,
prema definicionoj formuli, beskonaqno velika.

Zadatak 2 b.

Poxto se date zavisnosti kolektorske struje od napona UBE razlikuju u aktivnom re�imu i u zasi�e�u, potrebno
je biti siguran da se sva mere�a vrxe u jednom od ta dva re�ima. S obzirom na date zavisnosti, jednostavnije je
meriti u aktivnom re�imu. Kao xto je objax�eno u uvodnom tekstu, tranzistor ulazi u zasi�e�e kada je napon
UCB ma�i od −0,4 V. S obzirom da, prema datim modelima tranzistora, potencijal baze (taqka 2) ne mo�e biti
ve�i od 0,6 V (xto se mo�e i eksperimentalno proveriti), znaqi da potencijal kolektora (taqka 4) mora biti
ispod 0,2 V, odnosno da mora va�iti UCE < 0,2 V. Dok god je UCE > 0,2 V, tranzistor ne�e u�i u zasi�e�e i
zavisnost IC(UBE) je oblika
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Slika 6: Xema elektriqnog kola za zadatak 2 b).

IC = IC0e
UBE
ηVT ,

gde je η korekcioni faktor, za koji je uzeta vrednost 1,28, a VT = kBT
qe

. Odavde je

ln
IC

1mA
= ln

IC0

1mA
+

qe
ηkBT

UBE.

Prema tome, treba meriti napon na kolektorskom otporniku U+4 u zavisnosti od napona na spoju baza-emitor

UBE. Kolektorska struja raquna se pomo�u Omovog zakona: IC = U+4

10 kΩ . Rezultati su prikazani u tabeli 3.

U+4(V) 0 0 0,03 0,12 1,13 2,49 3,46 5,40 7,72 9,01 12,42

UBE(V) 0 0,35 0,41 0,44 0,51 0,54 0,55 0,57 0,58 0,59 0,60

IC(mA) 0 0 0,003 0,012 0,113 0,249 0,346 0,54 0,772 0,901 1,242

ln( IC
1mA ) -5,809 -4,42 -2,18 -1,39 -1,061 -0,616 -0,259 -0,104 0,217

Tabela 3: Primeri izmerenih i izraqunatih vrednosti u zadatku 2 b.
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Slika 7: Linearizovani grafik zavisnosti struje kolektora od napona izme�u baze i emitora.

Na grafiku zavisnosti y = ln IC
1mA od UBE sa slike 7 nalazimo koeficijent pravca:
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k =
yb − ya

(UBE)b − (UBE)a
=

0,2− (−5,2)

0,595− 0,42
= 30,85 V−1.

Da	e je

ηkBT

qe
=

1

k
= 32,4 mV,

odakle je tra�ena temperatura T ≈ 293 K.

Zadatak 2 v.

Mere�em napona naznaqenih u tekstu zadatka (u odnosu na ,,masu", koja odgovara potencijalu emitora) u xirokom
opsegu dobijaju se rezultati prikazani u tabeli 4.

Vin(V) 0 0,32 0,65 0,69 0,72 0,74 0,84 0,89 1,01 1,03 1,07 1,15 1,34

Vout(V) 12,37 12,37 9,87 9,25 8,4 8,17 5,91 4,71 2,27 1,72 0,91 0,13 0,09

Tabela 4: Primeri izmerenih i izraqunatih vrednosti u zadatku 2 v.

Zavisnost Vout(Vin) prikazana je na grafiku sa slike 8. Za Vin < 0,4 V tranzistor je u neprovodnom re�imu,
tj. ne teqe struja kroz bazu, pa samim tim ni kroz kolektor. Napon na izlazu praktiqno je jednak naponu
baterije. Kada ulazni napon nastavi da raste, tranzistor poqne da provodi i ulazi u aktivan re�im rada. Bazna
i kolektorska struja rastu, pa raste i napon na kolektorskom otporniku, xto dovodi do pada izlaznog napona.
Kada izlazni napon padne ispod 0,2 V, tranzistor ulazi u zasi�e�e. Vidimo da sa pove�a�em ulaznog napona,
izlazni napon opada (a pritom je u aktivnom re�imu stalno ve�i od ulaznog). Pojaqavaq koji ima ovu osobinu
naziva se invertuju�i pojaqavaq. Prema zahtevu zadatka, naponsko pojaqa�e oqitavano je iz dela u kome je grafik
linearan, tj. u aktivnom re�imu, kao koeficijent pravca prave koja opisuje zavisnost Vout(Vin):
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Slika 8: Zavisnost izlaznog od ulaznog napona pojaqavaqa.

|Av| =
∣∣∣∣V A

out − V B
out

V A
in − V B

in

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 9− 1,3

0,7− 1,05

∣∣∣∣ ≈ |−22| ≈ 22.
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Po definiciji se dobija i strujno pojaqa�e:

|Ai| =
∣∣∣∣∆Iout

∆Iin

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∆(E−Vout

10 kΩ )

∆(Vin−UBE

100 kΩ )

∣∣∣∣∣ ≈ 10

∣∣∣∣∆Vout

∆Vin

∣∣∣∣ ≈ 10Av ≈ 220.

Zadatak 3.

Poxto u kolu postoje dva ulaza (Vin1 i Vin2) i jedan izlaz (Vout), najbo	i naqin da se pouzdano utvrdi ponaxa�e
kola jeste da jedan od ulaza ima stalnu (fiksiranu) vrednost napona, dok se napon na drugom ulazu me�a. Drugim
reqima, potrebno je izmeriti izlaz kada je fiksiran napon Vin2 a Vin1 se me�a, i obrnuto. Mere�em na opisani
naqin dobijaju se rezultati qiji je jedan primer prikazan u tabelama 5 i 6 , kao i na graficima sa slike 9.

Vin2(V) 1,62 1,37 1,15 1,06 0,99 0,97 0,96 0,94 0,93 0,91 0,81 0,71

Vout(V) 0,46 0,39 0,46 0,47 1,28 3,55 5,95 8,79 9,55 10,54 11,18 11,5

Tabela 5: Primeri izmerenih vrednosti u zadatku 3 za sluqaj Vin1 = 1 V.

Vin1(V) 1,86 1,9 1,92 1,95 2,03 2,08 2,09 2,11 2,13 2,20 2,25 2,28

Vout(V) 1,26 1,31 1,35 1,40 1,47 4,15 4,75 7,17 9,76 11,3 11,46 11,47

Tabela 6: Primeri izmerenih vrednosti u zadatku 3 za sluqaj Vin2 = 2 V.

а) б)

Slika 9: Primer zavisnosti izlaznog napona Vout od a) Vin2 ulaznog napona kada je napon Vin1 = Vninv fiksiran
na vrednost 1 V i b) Vin1 ulaznog napona kada je napon Vin2 = Vinv fiksiran na vrednost 2 V.

U sluqaju kada je fiksiran napon Vin1 (tabela 5 i slika 9 a), vidimo da je za male vrednosti napona Vin2 izlaz
na visokom naponskom nivou. Kada se vrednost Vin2 pribli�i Vin1, izlazni napon poqne naglo da opada, vrlo brzo
padne na nisku vrednost i vixe se praktiqno ne me�a. Sa druge strane, kada je fiksiran napon Vin2 (tabela 6 i
slika 9 b), za male vrednosti napona Vin1 izlaz ima veoma malu i pribli�no konstantnu vrednost; kada se Vin1

pribli�i Vin2, izlazni napon ima nagli skok na visok naponski nivo i skoro se ne me�a sa da	im pove�a�em
Vin1. (Obratiti pa��u na opsege vrednosti napona na x-osi.) Elektronsko kolo qiji se izlaz naglo promeni kada
se signali na ulazima izjednaqe naziva se komparator. Pored toga, s obzirom da izlazni signal na slici 9 a
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opada sa pove�a�em ulaza, dok na slici 9 b raste, ulaz Vin1 naziva se neinvertuju�i, dok je ulaz Vin2 invertuju�i

(otuda i oznake na slici).
Za maksimalan broj poena je potrebno uraditi mere�e bar za po dva razliqita fiksirana napona Vin1, odnosno

Vin2 i zak	uqiti da sva qetiri grafika pokazuju komparatorsko ponaxa�e, tj. promenu na izlazu samo kada su
vrednosti Vin1 i Vin2 bliske, kao i invertuju�u, odnosno neinvertuju�u prirodu ulaza.

Napomena: Osim prikazanih grafika, mogli su se crtati i grafici zavisnosti izlaznog napona od razlike
ulaznih (ponovo za po dve fiksirane vrednosti ulaznih napona), xto suxtinski sadr�i istu informaciju kao i
grafici sa slike 9, osim xto je u prikazu koji je dat ponaxa�e kola oqiglednije.

Zadatke pripremili: dr Marko Opaqi� i dr Bojan Stojadinovi�, Institut za fiziku u Beogradu
Recenzenti: dr Nenad Vukmirovi� i dr Danko Box�akovi�, Institut za fiziku u Beogradu
Predsednik Komisije za takmiqe�a uqenika sred�ih xkola: dr Bo�idar Nikoli�, Fiziqki fakultet, Beograd
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