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Задатак 1: Систем аутоматског навођења ракете (10 поена)

У овом задатку ћемо се бавити поjедностављеним моделом система аутоматског навођења ракета. Оптичка
схема система jе приказана на слици 1. Систем се састоjи од два сабирна сочива S1 и S2 са паралелним оптичким
осама размакнутим на растоjање a. Жижне даљине сочива су f1 и f2, респективно. Растоjање између ближих
жижа сочива дуж оптичких оса jе b. Сочиво S1 сабира светлосне зраке коjи долазе са мете у светлу мрљу. Сочиво
S2 проjектуjе ову мрљу у лик на екрану E.
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Слика 1: Схема оптичког система за навођење ракете.
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Слика 2: Систем сензора.

У случаjу када се ракета креће право ка мети, светлосни зраци су паралелни главноj оптичкоj оси сочива S1,
односно z-оси (α = 0).

(a) (1 поен) Одредите на ком растоjању l од центра другог сочива jе потребно поставити екран, да би се на њему
добила jасна слика. На ком растоjању r0 од осе система (главне оптичке осе сочива S1) ће се налазити лик?

Сочиво S2 ротира угаоном брзином ω тако да његова оса описуjе на екрану кружницу полупречника a и остаjе
све време паралелна оптичкоj оси првог сочива. У случаjу када ракета лети право ка циљу, лик на екрану описуjе
кружницу полупречника r0. Када се ракета креће под углом α у односу на правац ка циљу, онда светлосни зраци
падаjу под истим углом α на сочиво S1. Промена упадног угла помера лик на екрану.

(б) (1 поен) Ако jе угао α мали, одредити наjмање и наjвеће растоjање од центра екрана (главне оптичке осе
првог сочива, односно z-осе) до лика.

(в) (4 поена) Одредити путању по коjоj jе креће лик на екрану. Претпоставите да jе мета померена у правцу
y-осе.

У преосталим деловима задатка узмите да jе растоjање између жижа сочива jеднако жижноj даљини другог
сочива, односно b = f2.

Основа система аутоматског навођења ракете су четири уска оптичка сензора, постављена на екрану дуж оса
x и y, као на слици 2. Парови сензора су на правцима коjи су нормални jедан на други.

(г) (3 поена) Ако jе мета отклоњена дуж y-осе, за неки угао α, одредите израз за интервале времена између
детекциjа светлосних сигнала на суседним сензорима (1-2, 2-3,...).

(д) (1 поен) На основу претходног дела задатка обjасните како ради систем аутоматског навођења ракете.
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Задатак 2: Људски ход (10 поена)

У овом задатку размотрићемо модел људског хода у коме се људско тело састоjи од три крута штапа коjи
представљаjу ноге и труп. Карлица представља место где се спаjаjу ноге и труп. При ходу труп остаjе стално у
вертикалном положаjу. Jедна нога (коjу ћемо звати стаjна нога) jе увек у додиру са подлогом, док се стопало друге
ноге налази непосредно изнад подлоге, али ниjе у контакту са подлогом. Сматрати да jе коефициjент статичког
трења између ноге и подлоге довољно велики да стаjна нога не проклизава по подлози. Уколико другачиjе ниjе
наведено, сматрати да мишићи човека не врше рад, тj. да се човек креће само под деjством спољашњих сила.

Промене положаjа човека током jедног корака су приказане на слици 3. На почетку корака (тренутак 1) свака
од ногу заклапа угао θ = θ0 (θ0 < 480) са вертикалом. Карлица ротира око тачке додира стаjне ноге са подлогом,
па се угао θ смањуjе до тренутка кад ноге постану паралелне (тренутак 3), а затим се повећава до вредности θ = θ0
(тренутак 5). У том тренутку долази до промене стаjне ноге и то на следећи начин. Наjпре стаjна нога изгуби
контакт са подлогом (нога D на слици 3 - тренутак 5), а непосредно након тога друга нога (нога L на слици 3 -
тренутак 5’) постаjе стаjна нога.

Слика 3: Положаjи човека током jедног корака у 5 различитих тренутака (означених од 1 до 5 и 5’). L означава
леву, а D десну ногу.

Jедноставности ради, сматраћемо да jе целокупна маса човека концентрисана у карлици. Дужина ноге човека
jе l, маса човека jе m, a интензитет убрзања силе Земљине теже jе g. Интензитет брзине човека у тренутку кад су
ноге паралелне jе v0.

(a) (4 поена) Извести услов коjи треба да задовољаваjу величине v0, g, l и θ0 тако да не долази до одваjања
стаjне ноге од подлоге.

(б) (1 поен) Одредити броjну вредност максималног могућег интензитета брзине ходања човека коjи се креће
кратким кораком (мала вредност величине θ0)? Дужина ноге човека jе l = 90 cm, a интензитет убрзања силе
Земљине теже g = 9,81m/s2. Упоредити добиjени резултат са средњом брзином коjом се креће наjбољи ходач
на 10 километара знаjући да светски рекорд у овоj дисциплини износи 37 минута и 11 секунди.

(в) (4 поена) Одредити израз за губитак кинетичке енергиjе ∆T човека током jедног корака. У добиjеном изразу
треба да фигуришу величине m, l, θ0, g и v0.

(г) (1 поен) Колики рад по jединици дужине пута треба да изврше мишићи човека да би надокнадили губитак
кинетичке енергиjе поменут у делу (в)? Израчунати одговараjућу броjну вредност ако jе θ0 = 100, v0 = 2,0m/s,
m = 75 kg, док су g и l дати у делу (б). Колико грама спанаћа треба да поjеде човек да би имао довољно
енергиjе да препешачи пут од s = 10 km? 100 грама спанаћа има енергетску вредност од 28 kcal, при чему jе
1 kcal = 4,196 kJ.
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Задатак 3: У земљи чуда (10 поена)
Планкова константа h = 6,626 · 10−34 J · s jе фундаментална физичка константа коjа заузима централно место у

опису феномена карактеристичних за микросвет, као што су квантизациjа енергиjе, тунелирање кроз потенциjалну
бариjеру и слично. Славни физичар Џорџ Гамов (George Gamow) jе у своjоj књизи Господин Томпкинс у земљи
чуда (Mr Tompkins in Wonderland) описао да би, ако би Планкова константа била знатно већа, квантни феномени
били видљиви голим оком. У овом задатку ћемо, проучаваjући порекло топлотног зрачења извора нашег живота,
Сунца, разумети да би повећање Планкове константе могло да има далеко озбиљниjе последице по живот на Земљи.

Приликом решавања задатка могу бити корисне вредности физичких константи: брзина светлости у вакууму

c = 2,998 · 108 m
s , гравитациона константа γ = 6,674 · 10−11 Nm2

kg2 , диелектрична пропустљивост вакуума ε0 = 8,854 ·

10−12 C2

Nm2 , маса протона mp = 1,673 · 10−27 kg, Штефан-Болцманова константа σ = 5,670 · 10−8 W
m2K4 , Болцманова

константа kB = 1,381 ·10−23 J
K , полупречник Сунца RS = 6,957 ·108m, маса Сунца MS = 1,989 ·1030 kg, елементарно

наелектрисање q0 = 1,602 · 10−19 C.

Део A (5 поена) Коначни циљ овог дела задатка jе одређивање температуре, притиска и густине материjе у центру
Сунца, месту где започиње производња енергиjе коjу примамо са Сунца. Да бисмо их одредили, користићемо модел
енглеског астронома и физичара Артура Едингтона (Arthur Eddington) из 1926. године. Сматрати да jе Сунце лопта
полупречника RS и масе MS . Сунце jе сферно симетрично, али ниjе хомогено, тако да сви релевантни параметри
коjима се описуjе стање Сунчеве материjе, као што су притисак p(r), температура T (r) и густина материjе ρ(r),
зависе од растоjања r од центра Сунца. Сунчева материjа се може третирати као флуид у равнотежи коjи се налази
у гравитационом пољу коjе jе генерисано самом материjом.

A1 (1 поен) Одредити масу M(r) дела Сунца коjи се налази унутар сфере полупречника r у функциjи r, p(r)
и/или његових извода по r, ρ(r) и/или њених извода по r и физичких константи. Добиjени израз не треба да
буде у облику интеграла.

Материjа унутар Сунца се може сматрати високотемпературном плазмом коjа се састоjи од водоника и хелиjума.
Плазма jе у потпуности jонизована, односно сви атоми су раздвоjени на jезгра и електроне. У околини сваке тачке у
унутрашњости Сунца, плазма jе у локалноj термодинамичкоj равнотежи и може се третирати као смеша класичних
идеалних гасова слободних електрона, jезгара водоника и jезгара хелиjума. Сматрати да водоник чини X = 70,0%,
док хелиjум чини Y = 30,0%, масе елементарне запремине описане око сваке тачке у унутрашњости Сунца. Прити-

сак p(r) jе збир притиска материjе pmat(r) и притиска топлотног зрачења prad(r) =
4σ

3c
[T (r)]4. Допринос притиска

топлотног зрачења prad(r) укупном притиску p(r) квантификован jе параметром β (0 < β < 1) коjи се дефинише
релациjом prad(r) = βp(r). Претпоставка jе да β не зависи од растоjања од центра Сунца r.

A2 (1 поен) Написати релациjу коjа повезуjе pmat(r), T (r) и ρ(r) (у тоj релациjи могу фигурисати и величине
X и Y и физичке константе). Маса атома водоника jе mH ≈ mp, док jе маса атома хелиjума mHe ≈ 4mp.

A3 (0,7 поена) Показати да jе веза између притиска p(r) и густине ρ(r) облика p(r) = K[ρ(r)]κ. Одредити реални
броj κ, а константу K изразити преко β, X, Y и физичких константи.

Означимо притисак у центру Сунца pc = p(0), температуру у центру Сунца Tc = T (0) и густину материjе у центру
Сунца ρc = ρ(0). Претпоставимо да jе просторну зависност притиска, температуре и густине материjе у потпуности

могуће описати jедном функциjом θ(r) коjа jе дефинисана као
T (r)

Tc
= θ(r).

A4 (0,3 поена) Изразити
p(r)

pc
и

ρ(r)

ρc
помоћу θ(r).

A5 (1 поен) Дефинишимо функциjу y(r) = −r2
dθ(r)

dr
. Вредност функциjе y(r) за r = RS je y(RS) = yS

√

K

πγρ
2/3
c

,

где jе K константа одређена у делу А3, док jе yS = 2,018. Изразити масу Сунца MS помоћу K, yS и физичких
константи, па одредити вредност параметра β сматраjући да jе β ≪ 1. Уколико jе потребно, ову претпоставку
можете користити и у свим наредним деловима задатка.

A6 (1 поен) Изразити pc, Tc и ρc у функциjи MS ,RS ,X,Y,yS ,ξS и физичких константи и израчунати њихове броjне

вредности. Осим резултата свих претходних делова задатка, овде можете користити и RS = ξS

√

K

πγρ
2/3
c

, при

чему jе ξS = 6,897.

Страна 3 од 4



12. СРПСКА ФИЗИЧКА ОЛИМПИJАДА ЗА УЧЕНИКЕ СРЕДЊИХ ШКОЛА
ШКОЛСКА 2017/18. ГОДИНА

Друштво физичара Србиjе и Министарство просвете, науке
и технолошког развоjа Републике Србиjе

ЗАДАЦИ
Београд

27-28. април 2018.

Део Б (2,5 поена) Енергиjа коjу Сунце зрачи производи се у реакциjама термонуклеарне фузиjе коjе се дешаваjу
у централном делу Сунца. Сматрати да су притисак, температура и густина материjе у централном делу Сунца
приближно константни и редом jеднаки pc, Tc и ρc коjи су одређени у делу A6. Уколико нисте урадили део A6,
можете користити следеће броjне вредности: pc = 2,38 · 1016 Pa, Tc = 1,58 · 107 K и ρc = 1,56 · 105 kg

m3 (ове вредности
не треба користити за проверу резултата из дела A6).
Наjважниjи циклус реакциjа фузиjе у Сунцу jе протонско-протонски циклус у коjем се троше jезгра водоника и
формираjу jезгра хелиjума уз ослобађање велике количине енергиjе. Оваj циклус се састоjи од више нуклеарних
реакциjа. Прва реакциjа у низу, а то jе фузиjа два протона у jезгро деутериjума, jе наjспориjа (наjтеже се обавља)
и самим тим одређуjе броj протонско-протонских циклуса коjи се дешаваjу у jединици времена. Према класичноj
физици, да би два протона коjа започињу протонско-протонски циклус могла да ступе у реакциjу фузиjе, они треба
да се приближе на растоjање коjе jе jеднако или мање од домета нуклеарних сила r0 = 1,0 fm.
Б1 (0,4 поена) Посматраjмо два изолована протона коjи међусобно интерагуjу само Кулоновом интеракциjом.

Протони се инициjално налазе на веома великом растоjању (у поређењу са дометом Кулонове интеракциjе)
и могу се кретати само дуж правца коjи их спаjа. Ако jе максимална вредност њихове укупне кинетичке
енергиjе (у референтном систему центра масе) jеднака 1

2 kBTc, израчунати минимално растоjање dmin до коjег
се они могу приближити и изразити га у jединицама r0.

Иако jе dmin/r0 ≫ 1, протони у централном делу Сунца jесу у домету нуклеарних сила. Обjашњење за то лежи
у законима квантне механике, према коjима протони коjи ступаjу у нуклеарне реакциjе нису тачкасте честице са
добро дефинисаним положаjем и импулсом. У том смислу, густина вероватноће налажења протона у некоj тачки
jе ненулта у сфери полупречника aλdB описаноj око тачке у коjоj се према класичноj физици протон налази. λdB

jе де Брољева таласна дужина протона коjи се креће наjвероватниjом брзином Максвелове расподеле протона по
брзинама на температури Tc, док jе a реална константа чиjа jе вредност блиска jединици. Два протона ће бити
у домету нуклеарних сила ако се приближе до растоjања на коjем се њима придружене горе дефинисане сфере
почну преклапати.
Б2 (1,3 поена) Изразити однос MS/RS у функциjи X, Y, yS , ξS , a и следећих физичких константи: елементарно

наелектрисање q0, диелектрична пропустљивост вакуума ε0, гравитациона константа γ и Планкова константа
h.

Ипак, и када се посматрана два протона нађу у домету нуклеарних сила, да би нуклеарна реакциjа између њих
била успешна, они мораjу да тунелираjу кроз Кулонову бариjеру. Детаљан квантно-механички прорачун, коjи jе
први спровео сам Гамов, даjе да jе броj протонско-протонских циклуса коjи се у jединици времена десе у jединици
запремине централног дела Сунца

νpp =
1

2
n2
c,p

ε0h

mpq20
S0 τ

2
c e

−τc ,

где jе nc,p концентрациjа протона у централном делу Сунца, S0 = 1,00·10−66J·m2 jе тзв. нуклеарни пресек реакциjе,

док jе τc = 3
(

π2q4
0
mp

16ε2
0
h2kBTc

)1/3

. Ослобођена енергиjа у поjединачном протонско-протонском циклусу jе ǫpp = 26,2MeV.

Б3 (0,8 поена) Сматрати да се целокупна енергиjа ослобођена у протонско-протонским циклусима у централном
делу Сунца емитуjе као топлотно зрачење кроз Сунчеву површину (фотосферу). Нека jе централни део Сунца
лопта (чиjи се центар поклапа са центром Сунца) полупречника Rc = ηRS , где jе η = 0,100. Поменуто
топлотно зрачење се може сматрати зрачењем апсолутно црног тела чиjа jе температура jеднака температури
фотосфере TS . Узимаjући да jе Сунце у топлотноj равнотежи, израчунати TS .

Део В (2,5 поена) Сада смо у могућности да истражуjемо како би на карактеристике Сунца утицало повећање
Планкове константе α = 2 пута, h2 = αh, где jе h стварна вредност Планкове константе, док субскриптом “2”
означавамо вредности у новом свету. Нека се при томе вредности осталих фундаменталних физичких константи
(c, kB , γ, ε0, q0, mp), као ни осталих константи у овом задатку (X, Y, yS , ξS , a, S0, ǫpp) не промене. Сматрати, такође,
да се ни маса Сунца при томе не промени, односно MS,2 = MS .
В1 (0,5 поена) Показуjе се да се Штефан-Болцманова константа може изразити преко физичких константи h, c

и kB у облику σ =
2π5

15
hn1kn2

B cn3 . Одредити реалне броjеве n1, n2 и n3, па израчунати однос
σ2

σ
.

В2 (1 поен) Израчунати односе
RS,2

RS
,
Tc,2

Tc
и

TS,2

TS
.

В3 (1 поен) Спектрална емисиона моћ Сунца jе дата изразом eλ =
2πhc2

λ5

1

ehc/(λkBTS) − 1
. Ако jе λm таласна

дужина на коjоj спектрална емисиона моћ постиже максималну вредност, израчунати однос
λm,2

λm
.

Задатке припремили: др Ненад Вукмировић (2) и Вељко Jанковић (3), Институт за физику у Београду
др Божидар Николић (1), Физички факултет у Београду

Рецензенти: др Димитриjе Степаненко (1) и Ана Худомал (3), Институт за физику у Београду
др Петар Мали (2), Природно-математички факултет у Новом Саду

Председник Комисиjе за такмичења ученика средњих школа: др Божидар Николић, Физички факултет у Београду
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Решење задатка 1

(а) Да би се добио jасан лик на екрану, екран треба да буде на месту лика коjи ствара друго сочиво. Светлосни
зраци паралелни главноj оптичкоj оси сочива S1 (оса система) се, после проласка кроз сочиво, сабираjу у
његовоj жижи F1. Ово место сабирања зрака jе предмет за друго сочиво S2, и налази се на растоjању d = f2+b
од оптичког центра сочива S2, а величина му jе jеднака a. Jедначина (танког) сочива S2 jе:

1

f2
=

1

l
+

1

d
, (1)

односно:

l =
f2(f2 + b)

b
. (2)

Величина лика коjи ствара сочиво S2 jе r0 − a, и може се израчунати из jедначине увећања:

r0 − a

a
=

l

f2 + b
, (3)

односно:

r0 = a

(

1 +
f2
b

)

. (4)

Увећање u jе (биће потребно за касниjе):

u =
l

f2 + b
=

f2
b
. (5)

(б) Светлосни зраци коjи под углом α, у односу на главну оптичку осу, падаjу на сочиво S1, сабираjу се у тачки
коjа се налази на неком растоjању h од оптичке осе, и удаљена jе за f1 од равни у коjоj jе сочиво S1 (слика
1). Растоjање h jе h = f1tgα ≈ αf1 у случаjу када jе угао α мали.

α

α

S1

a

h

f1

F1

Слика 1: уз решење задатка 2(б).

α

α

S1

a

h

f1

F1

Слика 2: уз решење задатка 2(б).

Растоjање тачке сабирања зрака од оптичке осе сочива S2 (величина предмета за S2) се услед ротациjе сочива
S2 око главне осе система, мења од a+ h до a− h (слика 2). Растоjање лика од главне осе система (величина
лика) се мења од rmin − a до rmax − a. Екстремална растоjања се добиjаjу из jедначина за увећање:

rmin − a

a− h
=

l

d
=

f2
b
,

rmax − a

a+ h
=

l

d
=

f2
b
, (6)

одакле се добиjа:

rmin = (a− αf1)
f2
b

+ a, rmax = (a+ αf1)
f2
b

+ a. (7)

Страна 1 од 7



12. СРПСКА ФИЗИЧКА ОЛИМПИJАДА ЗА УЧЕНИКЕ СРЕДЊИХ ШКОЛА
ШКОЛСКА 2017/18. ГОДИНА

Друштво физичара Србиjе и Министарство просвете, науке
и технолошког развоjа Републике Србиjе

РЕШЕЊА
Београд

27-28. април 2018.

(в) Посматраjте кретање лика у xy равни, као што jе приказано на слици 3. Главна оса система (оптичка оса
првог сочива, односно z-оса) пролази кроз тачку O. Проjекциjа светле мрље, коjа jе предмет за друго сочиво,
се налази у тачки A, на растоjању h = αf1, од осе система. Тачка пресека оптичке осе другог сочива и xy-
равни се креће по кружници полупречника a, и нека се у неком тренутку налази у тачки B. Лик коjи ствара
друго сочиво се налази на екрану у тачки C. Тачке A, B и C леже на истоj правоj, при чему дужина AB = P
одговара величини предмета, док BC = L одговара величини лика за друго сочиво. Увећање другог сочива
jе L

P = u. Поставите тачку D на y-осу, тако да OD = uh. Тада су троуглови AOB и ADC слични. Онда jе
DC
OB = AD

AO . Нека jе DC = r, онда jе r
a = (1+u)h

h , односно r = (1 + u)a. С обзиром да резултат не зависи од
положаjа осе другог сочива (тачке B), онда су тачке ликова током кретања увек подjеднако удаљене од тачке
D. Дакле, путања jе кружница полупречника r = (1 + u)a, са центром у тачки D.

x

y

O

A

D
B

C

h

uh a

r

P

L

Слика 3: уз решење задатка 2(в).

x

y

1

2

O

A

D

C

B
h

h

a

a

ϕ

ωτ

Слика 4: уз решење задатка 2(г).

x

y

1

4

O

A

D

C

B
h

h

a

a

ϕ

ωτ

Слика 5: уз решење задатка 2(г).

(г) Нека jе у почетном тренутку сензор 1 детектовао светлост. Да би сензор 2 детектовао светлост, тачка C (из
прошлог дела задатка) мора да буде на x-оси. Из услова задатка да jе b = f2 добиjа се да jе увећање у том
случаjу u = 1 (jедначина 5). Тада jе троугао OBC jеднакокрак, и углови φ са слике су jеднаки. Да би се тачка
C нашла на x-оси, тачка B мора да опише угао π

2 + φ (слика 4). Пошто тачка B ротира константном угаоном

брзином ω, онда jе ωτ12 = π
2 + φ. Са друге стране са слике jе jасно да jе sinφ = h

2a . Време потребно лику да
пређе од сензора 1 до сензора 2 jе:

τ12 =
1

ω

(

π

2
+ arcsin(

αf1
2a

)

)

. (8)

Да би сензор 3 регистровао светлост, тачка C мора да буде на y-оси (негативном делу). Угао коjи сочиво
опише да би лик прешао од сензора 2 до сензора 3 jе π

2 − φ, за време:

τ23 =
1

ω

(

π

2
− arcsin(

αf1
2a

)

)

. (9)

Сензор 4 региструjе светлост када jе лик у тачки C на негативном делу x-осе, слика 5. На слици се види да
сочиво мора да пребрише угао π

2 − φ, од тренутка када jе сензор 3 регистровао светлост. Jасно jе онда да jе
τ34 = τ23. Коначно, угао коjи опише сочиво од тренутка када сензор 4 региструjе светлост, до тренутка када
се то деси на сензору 1 jе π

2 + φ, па jе τ41 = τ12.

(д) Принцип рада система за навођење ракете се може схватити из jедначина 8 и 9. Ако ракета лети право према
циљу онда jе α = 0, и времена τ12 и τ23 су jеднака. Ако ракета не иде директно ка циљу, онда се ова времена
разликуjу. Ракета тада мења правац кретања све док се времена не поклопе, односно док правац кретања
ракете не буде директно усмерен ка циљу.
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Решење задатка 2

(а) Карлица се креће по кругу полупречника l, па jе интензитет њене брзине v = lω, где jе ω интензитет угаоне
брзине ротациjе ноге. С обзиром да jе по претпоставци задатка сва маса човека концентрисана у карлици, ки-
нетичка енергиjа човека jе T (θ) = 1

2mv(θ)2 = 1
2ml2ω(θ)2. Гравитациона потенциjална енергиjа (уз референтни

ниво постављен на подлогу) jе U(θ) = mgl cos θ. Из закона одржања енергиjе jе U(θ) + T (θ) = U(0) + T (0),
одакле следи

ω(θ)2 =
v20
l2

+
2g

l
(1− cos θ) . (10)

Из другог Њутновог закона за кретање човека дуж y−осе следи

dpy
dt

= N −mg, (11)

где jе N интензитет силе реакциjе подлоге, а py je y−компонента импулса човека. y−координата човека jе

дата изразом y = l cos θ, одакле jе py = mdy
dt = −mlθ̇ sin θ, где jе уведена скраћена ознака θ̇ = dθ

dt . Даље
диференцирањем следи

dpy
dt

= −ml

(

θ̇2 cos θ + sin θ
dθ̇

dt

)

. (12)

Даље jе
dθ̇

dt
=

dθ̇

dθ

dθ

dt
= θ̇

dθ̇

dθ
=

1

2

dθ̇2

dθ
. (13)

Користећи чињеницу да jе у сваком тренутку ω(θ)2 = θ̇2 и тригонометриjски идентитет sin2 θ = 1− cos2 θ, из
jедначина 10, 11, 12 и 13 следи

N = 3mg cos2 θ − 2mg cos θ −m
v20
l
cos θ. (14)

Да не би дошло до одваjања ноге од подлоге, потребно jе да у сваком тренутку буде испуњен услов N > 0.
Одатле следи v20 < gl (3 cos θ − 2). Да би оваj услов био испуњен за свако θ током кретања, треба да буде
испуњен услов v20 < gl (3 cos θ0 − 2).

(б) За кретање кратким кораком важи θ0 ≈ 0, па из решења претходног дела задатка следи vmax
0 =

√
gl = 3,0m/s.

Средња брзина светског рекордера у ходању jе vsr =
s
t , где jе s = 10km и t = 2231s, одакле jе vsr = 4,5m/s. Из

добиjеног резултата следи да jе средња брзина светског рекордера већа од оне предвиђене решењем оваквог
модела.
Напомена: Разлози за то могу бити jедноставност коришћеног модела коjи ипак даjе само процену макси-
малне могуће брзине хода, као и чињеница да такмичари у ходању врше карактеристичне покрете карлицом
коjима омогућаваjу и постизање већих брзина, а да притом не дође до одваjања стаjне ноге од подлоге. У
брзом ходању jе то посебно важно jер свако одваjање стаjне ноге од подлоге доводи до опомене судиjе, а после
три такве опомене такмичар бива дисквалификован.

(в) Човек губи кинетичку енергиjу у тренутку када промени стаjну ногу. Приликом промене стаjне ноге, наjпре
стаjна нога изгуби контакт са подлогом при чему не долази до промене брзине човека. Затим при контакту
друге ноге, коjа постаjе стаjна нога, са подлогом долази до нагле промене брзине човека. При том контакту
се одржава момент импулса човека у односу на тачку додира нове стаjне ноге са подлогом (тачка О на
слици 6). Разлог за то jе што jе сила Земљине теже jедина спољашња сила коjа делуjе на човека и има
момент у односу на тачку О. Пошто нагла промена брзине траjе кратко, а сила Земљине теже jе коначна,
промена момента импулса у односу на тачку О услед деjства силе теже jе занемарљива. z−компонента момента
импулса непосредно пре промене стаjне ноге jе (Lz)i = −mlvi cos (2θ0), где jе vi интензитет брзине непосредно
пре промене стаjне ноге. Непосредно након промене стаjне ноге jе (Lz)f = −mlvf , где jе vf интензитет брзине
у том тренутку. Из услова (Lz)i = (Lz)f следи vf = vi cos (2θ0). Губитак кинетичке енергиjе jе притом ∆T =

1
2m
(

v2i − v2f

)

. Из закона одржања енергиjе примењеног на тренутак у ком jе θ = 0 и тренутак непосредно пре

промене стаjне ноге следи v2i = v20 + 2gl (1− cos θ0). Из претходних jедначина следи

∆T =
1

2
ml2 sin2 (2θ0)

[

v20
l2

+
2g

l
(1− cos θ0)

]

. (15)
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Слика 6: уз решење дела задатка (в).

(г) При сваком кораку човек пређе пут 2l sin θ0 и изгуби кинетичку енергиjу ∆T . Тражени рад по jединици
дужине пута коjи надокнађуjе таj губитак енергиjе jе A′ = ∆T

2l sin θ0
= 59,9 J

m . На путу од s = 10km човек утроши

енергиjу E = A′s = 599 kJ = 143 kcal. Енергетска вредност спанаћа по jединици масе jе w = 28 kcal
100 g = 280 kcal

kg ,

па jе потребно да поjеде ms =
E
w = 510 g спанаћа.
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Решење задатка 3

A1 Уочимо сферну љуску полупречника r и дебљине dr чиjа jе запремина dV (r) = 4πr2dr, а маса dM(r) =

ρ(r)dV (r) = 4πr2ρ(r)dr. Гравитациона сила коjа делуjе на посматрану сферну љуску jе dFG(r) = −
γM(r) dM(r)

r2
,

где jе M(r) маса дела Сунца коjи се налази унутар сфере полупречника r, док знак − указуjе на то да jе
ова сила усмерена према центру Сунца. Сила притиска коjа делуjе на посматрану сферну љуску jе dFp(r) =
−(p(r + dr)− p(r)) · 4πr2. Из услова равнотеже dFG(r) + dFp(r) = 0 следи да jе

M(r) = −
1

γ

r2

ρ(r)

dp(r)

dr
.

A2 Важи pmat(r) = n(r)kBT (r), при чему jе укупна концентрациjа n(r) = ne(r) + nH+(r) + nHe2+(r), ne(r) jе
концентрациjа слободних електрона, nH+(r) jе концентрациjа протона, док jе nHe2+(r) концентрациjа jезгара
хелиjума. Концентрациjа слободних електрона jе ne(r) = nH+(r) + 2nHe2+(r), док се концентрациjе протона и

jезгара хелиjума могу изразити преко густине ρ(r) редом као nH+(r) =
Xρ(r)

mH
и nHe2+(r) =

Y ρ(r)

mHe
. Дакле,

pmat(r) =

(

2X +
3

4
Y

)

ρ(r)

mp
kBT (r).

A3 Из jедначине стања материjе, користећи pmat(r) = (1− β) p(r), температура T (r) се може написати у функциjи

p(r) као T (r) =
1− β

2X + 3
4Y

p(r)mp

ρ(r)kB
, док се из jедначине стања топлотног зрачења добиjа T (r) =

(

3βc

4σ
p(r)

)1/4

.

Комбиновањем последње две jедначине налазимо p(r) = K[ρ(r)]κ, где jе κ =
4

3
, док jе

K =

(

β1/4

1− β

(

2X +
3

4
Y

)

kB
mp

(

3c

4σ

)1/4
)4/3

.

A4 Пошто jе p(r) =
4σ

3βc
[T (r)]

4
, следи

p(r)

pc
= [θ(r)]

4
. Користећи решење дела A3, следи

ρ(r)

ρc
= [θ(r)]

3
.

A5 Користећи резултате делова A1 и A4 следи да jе M(r) =
4pc
γρc

y(r), па jе MS =
4pc
γρc

y(RS). Коришћењем везе

између притиска и густине из дела А3 могу се елиминисати pc и ρc тако да се маса Сунца помоћу K изра-

жава као MS =
4yS√
π

(

K

γ

)3/2

. Користећи израз за K добиjен у делу А3, добиjа се jедначина коjу задовољава

параметар β
√
β

(1− β)2
=

√
π

2
√
3yS (2X + 3Y/4)

2

(

σγ3

c

)1/2(
mp

kB

)2

MS .

Због β ≪ 1, у наjнижоj апроксимациjи можемо сматрати да jе

√
β

(1− β)2
≈
√

β, па коначно следи

β =
π

12y2S (2X + 3Y/4)
4

σγ3

c

(

mp

kB

)4

M2
S ,

што након замене броjних вредности даjе β = 4,42 · 10−4. Дакле, допринос притиска топлотног зрачења
укупном притиску jе веома мали.

A6 На основу А5, за однос K/γ важи
K

γ
=

(√
π

4yS
MS

)2/3

, док се на основу релациjе дате у поставци дела А6 до-

биjа
K

γ
=

π

ξ2S
R2

S ρ2/3c . Комбинуjући последње две jедначине, густина материjе у центру Сунца jе ρc =
ξ3S

4πyS

MS

R3
S

.
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Даље, коришћењем везе између притиска и густине pc = Kρ
4/3
c и изражавањем параметра K у функциjи MS ,

следи да jе притисак у центру Сунца pc =
ξ4S

16πy2S
γ
M2

S

R4
S

. Температура у центру Сунца jе онда Tc =

(

3βc

4σ
pc

)1/4

,

па следи Tc =
ξS

4yS (2X + 3Y/4)
γ
MS

RS

mp

kB
.

Замена нумеричких података даjе ρc = 7,64 · 104 kg
m3 , pc = 1,25 · 1016 Pa и Tc = 1,22 · 107 K.

Б1 Закон одржања енергиjе примењен у референтном систему центра масе два протона у ситуациjама када jе рас-

тоjање између протона веома велико, односно минимално, даjе
1

2
kBTc =

1

4πε0

q20
dmin

. Следи dmin =
q20

2πε0kBTc
,

односно након замене броjних података dmin = 2,75 · 10−12 m, oдносно dmin

r0
= 2,75 · 103. Ученици коjи користе

броjне вредности дате у тексту задатка добиће dmin = 2,11 · 10−12 m, односно dmin

r0
= 2,11 · 103.

Б2 Наjвероватниjа брзина протона jе vmp =

√

2kBTc

mp
, па jе де Брољева таласна дужина протона λdB =

h
√

2mpkBTc

.

Замена броjних вредности даjе λdB = 8,84 · 10−13 m (ученици коjи користе броjне вредности дате у тексту
задатка треба да добиjу λdB = 7,75 · 10−13 m). Kонстанту a можемо одабрати користећи да, када се сфере
придружене протонима додирну, важи dmin = 2aλdB, односно a = 1,55 (ученици коjи користе броjне вредности
дате у тексту задатка треба да добиjу a = 1,36). Коришћењем израза за Tc из дела A6, следи

MS

RS
=

4yS (2X + 3Y/4)

ξS

kBTc

γmp
=

yS (2X + 3Y/4)

2π2a2ξS

q40
ε20h

2γ
.

Б3 Снага произведена у нуклеарним реакциjама у централном делу Сунца jе Pprod = νpp ·Vc ·ǫpp, где jе запремина
централног дела Сунца Vc = 4π

3 η3R3
S . С друге стране, снага емитована са фотосфере jе Pemit = σT 4

S · 4πR2
S .

Из услова Pprod = Pemit, уз коришћење nc,p =
Xρc
mp

, следи да jе

TS =

(

1

6
X2η3

ε0h

m3
pq

2
0σ

ρ2cRSS0τ
2
c e

−τcǫpp

)1/4

.

Након замене броjних података следи TS = 3,22 · 103 K, док ученици коjи користе вредности дате у тексту
задатка треба да добиjу TS = 5,98 · 103 K.

В1 Ако су M, L, T и t редом димензиjе масе, дужине, времена и температуре, димензиjа Штефан-Болцманове
константе jе MT−3t−4. С друге стране, на основу израза датог у поставци задатка, димензиjа Штефан-
Болцманове константе jе Mn1+n2L2n1+2n2+n3T−(n1+2n2+n3)t−n2 , па реалне константе n1, n2 и n3 задовољаваjу
jедначине n1 +n2 = 1, 2(n1 +n2)+n3 = 0, n1 +2n2 +n3 = 3 и n2 = 4, те jе n1 = −3, n2 = 4 и n3 = −2, односно

σ =
2π5

15

k4B
h3c2

. Зато jе
σ2

σ
=

(

h2

h

)

−3

= α−3, односно
σ2

σ
=

1

8
.

В2 На основу решења дела Б2, узимаjући у обзир MS,2 = MS , следи
RS,2

RS
=

(

h2

h

)2

= α2, односно
RS,2

RS
= 4.

Даље,
Tc,2

Tc
=

(

RS,2

RS

)

−1

= α−2, па jе
Tc,2

Tc
=

1

4
. Слично томе,

τc,2
τc

=

(

h2

h

)

−2/3(
Tc,2

Tc

)

−1/3

= 1,

TS,2

TS
=

(

h2

h

)1/4
(σ2

σ

)

−1/4
(

ρc,2
ρc

)1/2 (
RS,2

RS

)1/4

.
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Имаjући у виду да jе

ρc,2
ρc

=

(

RS,2

RS

)

−3

= α−6,

следи да jе
TS,2

TS
= α−3/2, односно

TS,2

TS
=

1

2
√
2
≈ 0,354.

В3 На основу Виновог закона померања, таласна дужина λm за коjу спектрална емисиона моћ Сунца постиже
максимум jе обрнуто пропорционална температури TS . Међутим, и сама Винова константа зависи од План-
кове константе. Погодно jе уочити да се дати израз за eλ може преписати као функциjа бездимензоналне

величине x =
hc

λkBTS
као eλ =

2π(kBTS)
5

h4c3
x5

ex − 1
. На основу претходног разматрања, функциjа f(x) = x5

ex−1

на интервалу (0,+∞) има само jедан екстремум, и то jе максимум коjи се постиже за x = xm. Таласна дужина

λm jе онда λm =
hc

xmkB

1

TS
. Пошто jе xm реална константа, следи

λm,2

λm
=

h2

h

(

TS,2

TS

)

−1

= α5/2,

па након замене броjних вредности следи
λm,2

λm
= 4

√
2 ≈ 5,66.

У свету са двоструко већом Планковом константом, површина Сунца би била 16 пута већа, а температура
фотосфере би се смањила на око 35% вредности у нашем свету. Такође, наjинтензивниjи део спектра Сунчевог
зрачења би се померио у инфрацрвену област. Под претпоставком да се положаj Земље у односу на Сунце, као
и њена величина, не промене, састав и функционисање организама у новом свету би били прилагођени нижоj
температури, док би се органи чула вида развили тако да буду наjосетљивиjи на зрачење из инфрацрвеног
дела спектра.

Задатке припремили: др Ненад Вукмировић (2) и Вељко Jанковић (3), Институт за физику у Београду
др Божидар Николић (1), Физички факултет у Београду

Рецензенти: др Димитриjе Степаненко (1) и Ана Худомал (3), Институт за физику у Београду
др Петар Мали (2), Природно-математички факултет у Новом Саду

Председник Комисиjе за такмичења ученика средњих школа: др Божидар Николић, Физички факултет у Београду
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Kreta�e sistema masa-opruga

Slika 1: Primeri periodiqnog

kreta�a iz svakodnevnog

�ivota.

Bilo da je u pita�u kreta�e Zem	e oko Sunca, Meseca oko Zem	e, svet-
skog okeana tokom plime i oseke, Halejeve komete ili prostog �iha�a bi	aka
na vetru, periodiqno kreta�e se dexava u prirodi mimo naxeg postoja�a i
uticaja. Posmatra�em ovih fenomena qovek je brzo uvideo da kreta�e koje
se ponav	a mo�e da se predvidi. Tako je ustanovio da se smena dana i no�i
ponav	a iznova i da jedan dan (ono xto podrazumevamo pod periodom od 24
qasa) traje isto koliko i slede�i i prethodni i bilo koji. Tako�e, primetio
je da se kreta�e Sunca na nebu nakon vixe stotina dana ponav	a i sa �im
i godix�a doba, klima, cveta�e bi	aka, ra�a�e plodova xto ga je navelo
na zak	uqak da na osnovu vixegodix�eg posmatra�a, mo�e predvideti i
planirati svoj �ivot u skladu sa periodom koji prati prirodu na planeti
Zem	i. Ovakav zak	uqak i sposobnost qoveka da prepoznaje obrasce u prirodi
omogu�ili su mu dug opstanak, napredova�e do vrha lanca ishrane, pa qak
i kontrolisa�e mnogih prirodnih procesa. Pored prirodnih fenomena koji
predstav	aju neki vid periodiqnog kreta�a, qovek je izumeo i alate koji rade
na bazi prirodnih principa kako bi uveo sebi ve�i komfor u svakodnevni
�ivot i osvojio nove teritorije. To je put od kolevke koja sama 	u	a

novoro�enqad, preko opruga koje amortizuju silu, pa do motora sa unutrax�im sagoreva�em kome se dodaje benzin
kako bi se periodiqno kreta�e klipa motora odr�alo u vremenu. Sve su ovo razliqiti vidovi periodiqnog
kreta�a koje smo tokom naxeg civilizacijskog razvoja dobro izuqili i krenuli da prime�ujemo u svakodnevnom
�ivotu.

Slika 2: Skica aparature:

stalak sa oprugom, graduisana

boca, teg mase m, disk preqnika

d i xtoperica.

Matematiqki najjednostavniji oblik periodiqnog kreta�a je kreta�e
nekog predmeta u jednoj dimenziji. Kako bi ovo kreta�e bilo periodiqno
mora postojati neka sila (veza) koja �e ograniqavati slobodno kreta�e. U
sluqaju �ice sa oprugom, ova sila je dobro poznata restituciona sila koja
zavisi od uda	enosti od neistegnutog (ravnote�nog) polo�aja. Ipak, ovakvo
periodiqno kreta�e moglo bi se odvijati samo u idealnim sistemima, bez
tre�a. Kod realnih sistema potrebno je uzeti u obzir i uticaj okoline na
kreta�e tela. U principu, sila kojom sredina u kojoj se vrxi kreta�e deluje
na telo zavisi od osobina sredine (gustine, viskoznosti,. . . ) od oblika tela i
�egove brzine kreta�a. Na primer, 	udski organizam je naviknut na kreta�e
kroz vazduh i otpor vazduha uopxte ne ose�amo, osim u sluqaju jakog vetra. Za
razliku od toga, prilikom kreta�a kroz vodu ose�a se znaqajan otpor sredine.
Vo��a na motociklu pokaza�e da se otpor sredine pove�ava sa porastom
brzine. Oblik tela koje se kre�e tako�e je vrlo va�an i o �emu se mora
voditi raquna prilikom konstrukcije brzih vozova, aviona i sliqno, kako
bi se sma�io otpor sredine a time i potrox�a goriva i pregreva�e tela koja
se kre�u.

Kreta�e sistema masa-opruga kada se izvede iz ravnote�e opisuje se
dobro poznatom diferencijalnom jednaqinom drugog reda. Vax zadatak je
da, polaze�i od ove jednaqine, odredite karakteristike sistema koji je pred
vama, odnosno da ispitate kako ona opisuje jedan realan sistem. U tu svrhu
na raspolaga�u je aparatura (slika 2), koja se sastoji od stalka na koji je
obexena opruga sa uxicama. Na oprugu je obexena �ica sa kukom na koju se
mo�e dodati teg mase m. Opruga, �ica i teg zajedno qine sistem masa-opruga
qije karakteristike treba utvrditi. Pored toga, aparaturu qine i diskovi

preqnika d koji se uz pomo� matice mogu priqvrstiti na sistem kao i graduisana posuda sa koje se mo�e oqitavati
polo�aj sistema u bilo kom trenutku vremena. Polo�aj tega se meri oqitava�em sa posude dok se vreme meri uz
pomo� sata sa xtopericom. Eksperiment je zamix	en tako da se mo�e meriti u vazduhu, vodi ili glicerinu.
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OPXTE NAPOMENE:

1) Ako vam je potrebno da pomerate navixe horizontalni nosaq na koji je okaqena opruga, potrebno je stalak
pridr�ati rukom kako se ne bi izvukao iz le�ixta.

2) Pre mere�a potrebno je maticama priqvrstiti crveni disk (zanemar	ive mase) na �icu, neposredno iznad
kuke na koju se kaqe tegovi. Ovaj disk ne skidati sa �ice do kraja eksperimenta.

3) Sve bitne korake i pretpostavke u izvo�e�u, mere�u i interpretaciji deta	no opisati i obrazlo�iti!

Zadatak 1 [4 poena]

Mere�em perioda oscilova�a sistema masa-opruga u vazduhu za tegove razliqitih masa koji su na raspolaga�u
i crta�em odgovaraju�eg grafika odrediti konstantu opruge i efektivnu masu opruge (masa opruge zajedno sa
�icom). Zanemariti otpor vazduha. Proceniti grexke svih veliqina.

Zadatak 2 [6 poena]

Na kuku okaqiti teg mase 100 g i sva mere�a vrxiti sa �im. U ovom zadatku nije potrebno odre�ivati grexke.

a) [1 poen] Izvrxiti probno mere�e u vodi i na osnovu �ega odrediti karakter kreta�a sistema. Polaze�i od
jednaqine kreta�a sistema masa-opruga u sredini sa otporom (sa ispravno definisanim veliqinama i uslovima
pod kojima va�i), izvesti zakon promene polo�aja tega u zavisnosti od vremena za sluqaj kreta�a u vodi. Pritom
pretpostaviti da je sila otpora data sa Fo = −bv, gde je b konstanta proporcionalnosti.

b) [3 poena] Osmisliti najbo	i naqin mere�a zavisnosti polo�aja sistema od vremena. Meriti ovu zavisnost u
dovo	nom broju karakteristiqnih taqaka i odrediti period oscilova�a, ako postoji. Nacrtati grafik zavisnosti
polo�aja sistema od vremena.

v) [2 poena] Korix�e�em izmerene zavisnosti polo�aja od vremena odrediti konstantu proporcionalnosti b.

Zadatak 3 [10 poena]

Nakon mere�a u vodi, a pre mere�a u glicerinu pozvati de�urnog qlana komisije da vodu u posudi zameni
glicerinom. Pored crvenog diska, korix�enog u zadacima 1 i 2, priqvrstiti najve�i disk na isti naqin. Prilikom
mere�a u ovom zadatku truditi se da disk bude dovo	no uda	en od zidova posude. Na kuku okaqiti teg mase 100
g i sva mere�a vrxiti sa �im. U ovom zadatku nije potrebno odre�ivati grexke.

a) [4 poena] Na najpogodniji naqin meriti zavisnost polo�aja sistema od vremena u glicerinu, u dovo	nom
broju karakteristiqnih taqaka, i odrediti period oscilova�a, ako postoji. Nacrtati grafik zavisnosti polo�aja
sistema od vremena. Postupak ponoviti za jox tri neobojena diska koja su na raspolaga�u.

b) [1 poen] Polaze�i od jednaqine kreta�a sistema masa-opruga u sredini sa otporom (sa ispravno definisanim
veliqinama i uslovima pod kojima va�i), izvesti zakon promene polo�aja sistema u zavisnosti od vremena za
sluqaj kreta�a u glicerinu. Pretpostaviti da je sila otpora data sa Fo = −bv, gde je b konstanta proporcio-
nalnosti.

v) [3 poena] Analizom i tumaqe�em dobijenog izraza i/ili korix�e�em odgovaraju�ih grafika odrediti
konstantu proporcionalnosti b . Postupak ponoviti za svaki disk pojedinaqno.

g) [2 poena] Nacrtati grafik zavisnosti konstante proporcionalnosti b od preqnika diska. Objasniti dobijenu
zavisnost. Predlo�iti funkciju kojom bi se ona mogla opisati i analizom grafika odrediti potrebne parametre
u �oj.
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EKSPERIMENTALNI ZADACI
Beograd

27-28. april 2018.

Numeriqki podaci koje mo�ete koristiti (i qije se grexke mogu zanemariti):
Mase tegova: 35 g, 45 g, 65 g, 85 g, 100 g.
Mase diskova: 7,59 g, 6,83 g, 6,35 g, 5,91 g.
Preqnici diskova: 60 mm, 57 mm, 55 mm, 53 mm.

POMO�:

Diferencijalna jednaqina oblika:
ẍ+ 2pẋ+ q2x = 0

gde su p i q parametri koji ne zavise od vremena, mo�e se rexavati usvaja�em rexe�a u obliku x(t) = e−ptz(t)
i da	om pa�	ivom analizom jednaqine po z(t). Rexe�a po z(t) tra�iti iz skupa elementarnih funkcija. Ako
dva linearno nezavisna rexe�a predstav	aju partikularna rexe�a diferencijalne jednaqine navedenog oblika,
onda je opxte rexe�e te jednaqine �ihova linearna kombinacija.

Zadatke pripremili: Marko Opaqi�, dr Danko Box�akovi� i Milan Joci�, Institut za fiziku u Beogradu
Recenzenti: dr Nenad Vukmirovi� i dr Dimitrije Stepanenko, Institut za fiziku u Beogradu
Predsednik Komisije za takmiqe�a uqenika sred�ih xkola: dr Bo�idar Nikoli�, Fiziqki fakultet, Beograd
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Задатак 1.

Период осциловања тега дат jе са

T = 2π

√

mt +mo

k
,

где су mt маса тега, mo ефективна маса опруге и k константа опруге. За сваку масу тега, вршимо пет мерења
времена (t1,t2,t3,t4,t5) потребног да тег обави 20 осцилациjа. Период осциловања тега добиjамо као T = tsr/20 где
jе tsr = (t1 + . . .+ t5)/5 израчунато средње време. Грешку средњег времена можемо проценити као

∆tsr = max(0,2 s, max
i

|ti − tsr|) ,

где 0,2 s представља неодређеност времена реакциjе човека. Грешка периода дата jе са ∆T = ∆tsr/20. Израз погодан
за добиjање тражених величина линеаризациjом графика jе

T 2 =
4π2

k
mt +

4π2

k
mo ,

док jе одговараjућа грешка ∆T 2 = 2T∆T . Примери измерених вредности, израчунатих величина и одговараjућих
грешака дати су у табели 1. На основу ових вредности нацртан jе график приказан на слици 1. На графику
зависност T 2 од mt представљамо оптималном правом T 2 = pmt+ q коjа наjмање одступа од измерених вредности.
Коефициjент правца p одређуjемо на основу две тачке изабране са оптималне праве нпр. A(40 g; 0,475 s2) и
B(95 g; 0,965 s2):

p =
(T 2)B − (T 2)A
(mt)B − (mt)A

= 8,91 · 10−3
s2

g
.

mt(g) t1(s) t2(s) t3(s) t4(s) t5(s) tsr(s) ∆tsr(s) T (s) ∆T (s) T 2(s2) ∆T 2(s2)

35 13,0 13,1 13,1 13,0 13,0 13,0 0,2 0,65 0,01 0,42 0,02
45 14,5 14,4 14,4 14,5 14,5 14,5 0,2 0,72 0,01 0,52 0,02
65 16,7 16,7 16,8 16,8 16,7 16,7 0,2 0,84 0,01 0,71 0,02
85 18,7 18,5 18,8 18,9 18,8 18,7 0,2 0,94 0,01 0,88 0,02
100 19,9 19,8 20,0 20,0 20,1 20,0 0,2 1,00 0,01 1,00 0,02

Табела 1: Примери измерених вредности, израчунатих величина и одговараjућих грешака тражених у задатку 1.
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Слика 1: График коришћен за добиjање параметара k и mo методом оптималне праве.
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Грешку коефициjента правца можемо израчунати на следећи начин:

∆p

p
=

∆((T 2)B − (T 2)A)

(T 2)B − (T 2)A
=

(∆T 2)B + (∆T 2)A
(T 2)B − (T 2)A

= 8,2% , ∆p = 0,73 · 10−3
s2

g
.

Константа опруге и грешка се добиjаjу као

k =
4π2

p
= 4,43

N

m
,

∆k

k
=

∆p

p
= 8,2% , ∆k = 0,36

N

m
,

односно

k = (4,4± 0,4)
N

m
.

Очитавањем са графика налазимо да jе одсечак q = 0,12 s2 док грешку можемо проценити као ∆q = max(∆T 2) =
0,02 s2. Ефективна маса опруге и одговараjућа грешка су

mo =
kq

4π2
= 13,5 g ,

∆mo

mo

=
∆k

k
+

∆q

q
= 24,9% , ∆mo = 3,4 g .

Коначно добиjамо
mo = (13± 4) g .

Задатак 2.

а) Пробе ради, пустимо тег да осцилуjе у води. Видимо да jе у питању пригушено периодично кретање. Дифе-
ренциjална jедначина коjа описуjе кретање тега jе

mẍ = mg − ρV g − kx− bẋ ,

где члан ρV g представља силу потиска у води. У стању мировања важи

mg − ρV g = kxr .

Увођењем смене u ≡ x− xr диференциjална jедначина се своди на

ü+
b

m
u̇+

k

m
u = 0 .

Потражимо решење горње jедначине у облику u(t) = exp(−βt) z(t) при чему jе β = b/2m. Заменом добиjамо

z̈ + ω2z = 0 где jе ω2 =
k

m
− β2 .

Опште решење ове диференциjалне jедначине jе

z(t) = C1 cos(ωt) + C2 sin(ωt) = C cos(ωt+ φ) .

Заменом се коначно добиjа

x(t) = xr + C exp

(

−
b

2m
t

)

cos(ωt+ φ) .

б) С обзиром на модел пригушеног периодичног кретања изведен у претходноj тачки, наjоптималниjи начин
мерења у овом случаjу се своди на мерење периода осциловања, коjим се дефинишу временски тренуци карактери-
стичних тачака попут амплитудских и равнотежних положаjа. Амплитудски положаjи се затим одређуjу на основу
више мерења уз исте почетне услове.

Наместимо систем тако да се у равнотежном стању црвени диск налази нпр. у положаjу x′

r = 20 cm на мерноj
скали. Мерења вршимо након што пустимо тег из почетног положаjа нпр. x′(0) = 16 cm. Прво одређуjемо период
на исти начин као у задатку 1, мерећи неколико пута време потребно да тег обави 20 осцилациjа. Усредњавањем
добиjамо

T = 1,03 s .

Затим у одговараjућим временским тренуцима меримо амплитудске положаjе. Измерене вредности су приказане у
табели 2 а тражени график jе приказан на слици 2.
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в) Приметимо да важи

|x′

r − x′(t)| = |C| exp

(

−
b

2m
t

)

за t = n
T

2
(n = 0,1,2, . . .) .

Горњи израз се логаритмовањем своди на линеаран облик

ln
|x′

r − x′(t)|

cm
= ln

|C|

cm
−

(

bT

2m

)

t

T
.

Користећи оваj облик, параметар b можемо добити из коефициjента правца оптималне праве коjа наjмање одступа
од измерених вредности. На слици 3 jе приказана оптимална права коjа одговара експерименталним тачкама. Тачке
за t/T > 4 нису узете у обзир jер имаjу веће релативно одступање. Коефициjент правца се рачуна на исти начин као
у задатку 1. На пример, на основу две тачке са оптималне праве A(0,33; 1,3) и B(3,8; 0,6), одређуjемо коефициjент
правца p = −0,20. Коначно добиjамо

b =
2(mt +mo)

T
|p| = 44

g

s
.

Задатак 3.

а) Пробним пуштањем тега са диском у глицерину видимо да се тег креће апериодично, при чему jе његов положаj
монотона функциjа времена. У овом случаjу, наjпогодниjи начин мерења се састоjи у избору неколико положаjа
за коjе ће се мерити време проласка тега. Наместимо систем тако да нам равнотежни положаj диска буде у нпр.
x′

r = 20 cm док пуштање вршимо из почетног положаjа x′(0) = 14 cm. Измерене вредности за наjвећи диск пречника
60 mm су приказане у табели 3. На слици 4 jе приказана зависност положаjа диска од времена, измерена за сва
четири диска.

t/T 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 5,5 6 7,5 8

x′

1
(cm) 16,0 23,5 16,8 22,7 17,4 22,3 17,7 22,1 18,2 21,6 18,7 21,2 18,8

x′

2 (cm) 16,0 23,4 16,8 22,8 17,3 22,2 17,9 22,0 18,3 21,5 18,5 21,2 18,8
x′

3
(cm) 16,0 23,5 16,8 22,8 17,3 22,3 17,8 21,9 18,3 21,5 18,5 21,2 18,7

x′

sr (cm) 16,0 23,5 16,8 22,8 17,3 22,3 17,8 22,0 18,3 21,5 18,6 21,2 18,8

Табела 2: Примери измерених амплитудских положаjа у одговараjућим временским тренуцима.
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Слика 2: График положаjа диска у зависности од времена.
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б) На исти начин као у задатку 2, долазимо до jедначине

z̈ +

(

k

m
−

b2

4m2

)

z = 0 .

Како jе кретање у глицерину апериодично, следи да jе

−γ2 ≡
k

m
−

b2

4m2
< 0 .

Диференциjална jедначина
z̈ − γ2z = 0

стога има опште решење
z(t) = C1 exp(−γt) + C2 exp(γt) .

Коначно, заменом добиjамо

u(t) = x′

r − x′(t) = C1 exp

(

−

(

b

2m
+ γ

)

t

)

+ C2 exp

(

−

(

b

2m
− γ

)

t

)

.

в) Приметимо да први члан решења брже опада са временом од другог, односно да за довољно велико t важи

x′

r − x′(t) ≈ C2 exp

(

−

(

b

2m
− γ

)

t

)

.
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Слика 3: Оптимална права коjа одговара измереним вредностима за случаj кретања у води.

x′ (cm) 14 15 16 17 18 18,5 19 19,5

t′1 (s) 0 0,4 0,7 1,5 2,5 2,8 3,8 5,6
t′
2

(s) 0 0,4 0,8 1,3 2,4 2,6 3,8 5,2
t′3 (s) 0 0,3 0,7 1,1 2,1 2,8 3,7 5,3
t′
4

(s) 0 0,4 0,8 1,2 2,1 2,6 3,9 5,6
t′
5

(s) 0 0,3 0,9 1,3 2,1 2,8 3,5 5,1

t′sr (s) 0 0,4 0,8 1,3 2,2 2,7 3,7 5,4

Табела 3: Примери измерених зависности положаjа од времена за диск пречника 60 mm.
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Логаритмовањем овог израза добиjамо линеаран облик

ln
|x′

r − x′(t)|

cm
= ln

|C2|

cm
−

(

b

2m
− γ

)

t ,

на основу коjег можемо одредити параметар b методом оптималне праве. За разлику од претходних задатака,
узимамо у обзир само неколико тачака на логаритамском графику коjе за велико t показуjу приближно линеарну
зависност од времена. Графици са оптималним правама за различите дискове су приказани на слици 5.
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Слика 4: Зависност положаjа диска од времена, измерена за четири диска различитих пречника.
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Слика 5: Одређивање параметра b методом оптималне праве за четири диска различитих пречника.
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Означимо са p коефициjент правца оптималне праве. Полазећи од

p =
b

2m
− γ =

b

2m
−

√

b2

4m2
−

k

m
,

добиjамо

b = mp+
k

p
,

при чему маса m = mt +mo +md укључуjе масу диска md. Заменом броjних вредности коначно добиjамо:

Пречник диска: 60 mm 57 mm 55 mm 53 mm

p (1/s) 0,40 0,53 0,72 1,03

b (kg/s) 11,0 8,37 6,20 4,39

г) График зависности коефициjента b од пречника диска jе приказан на слици 6. У измереном опсегу, ова зависност
се може добро апроксимирати оптималном правом

b = pD + q ,

са параметрима p = 0,954 kg/s/mm и q = −46,2 kg/s коjи су одређени на исти начин као у задатку 1. Као решење
се признаjе и функциjа облика b = pDq, при чему су параметри p и q одређени линеаризациjом.
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Слика 6: Зависност коефициjента b од пречника диска.
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