
6. Ñ�ÏÑÊÀ ÔÈÇÈ×ÊÀ ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ Ó×ÅÍÈÊÀ Ñ�ÅÄ�ÈÕ ØÊÎËÀØÊÎËÑÊÀ 2011/2012. �ÎÄÈÍÀÄðóøòâî �èçè÷àðà ÑðáèjåÌèíèñòàðñòâî ïðîñâåòå è íàóêå �åïóáëèêå ÑðáèjåÇÀÄÀÖÈ ÁÅÎ��ÀÄ26-27.5.2012.Çàäàòàê 1: �àêåòà (23 ïîåíà)�àêåòå êàî ïîãîíñêî ãîðèâî íàj÷åø£å êîðèñòå íåêó òå÷íîñò. Ó êîìîðè çà ñàãîðåâà»åðàêåòå äîëàçè äî õåìèjñêå ðåàêöèjå ïðè êîjîj ñå òå÷íî ãîðèâî ïðåòâàðà ó ãàñíó ñìåøóâèñîêå òåìïåðàòóðå. Ìëàç ãàñîâà èñòè÷å êðîç ìëàçíèöó è óñëåä òîãà ñå ðàêåòà óáðçàâà.Ó îâîì çàäàòêó £åìî èñïèòàòè êîëèêî jå ãîðèâà ïîòðåáíî èñêîðèñòèòè äà ñå ðàêåòàóáðçà äî ïðâå êîñìè÷êå áðçèíå è òàêî ïîñòàíå Çåì§èí ñàòåëèò, êàî è êîëèêè jå ïðèòîìñòåïåí èñêîðèø£å»à õåìèjñêå åíåðãèjå ãîðèâà.
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Øåìàòñêè ïðèêàç ðàêåòåà) Îäðåäèòè áðçèíó ñàòåëèòà êîjè ñå êðå£å íà íèñêîj êðóæíîj îðáèòè îêî Çåì§å. Çàíèñêó îðáèòó âàæè äà jå ïîëóïðå÷íèê îðáèòå ïðèáëèæíî jåäíàê ïîëóïðå÷íèêó Çå-ì§å. Êîëèêà jå êèíåòè÷êà åíåðãèjà òîã ñàòåëèòà àêî jå »åãîâà ìàñà ms = 200 kg?Êîëèêî ïóòà jå òà êèíåòè÷êà åíåðãèjà âå£à îä ìåñå÷íå ïîòðîø»å åëåêòðè÷íå åíåð-ãèjå jåäíîã äîìà£èíñòâà êîjà èçíîñè Qd = 350 kW · h? (3 ïîåía)á) Ó ðå�åðåíòíîì ñèñòåìó âåçàíîì çà ðàêåòó ãàñíà ñìåøà èñòè÷å êðîç ìëàçíèöó áð-çèíîì u. �àêåòà jå êðåíóëà èç ìèðîâà»à è òàäà jå »åíà ìàñà áèëà jåäíàêà m0.Êîëèêà £å áèòè áðçèíà ðàêåòå v êàä »åíà ìàñà áóäå m? Çàíåìàðèòè óòèöàj ñèëåÇåì§èíå òåæå è Çåì§èíå àòìîñ�åðå íà êðåòà»å ðàêåòå. (5 ïîåíà)â) Ó ðàêåòè ñå êàî ãîðèâî êîðèñòè òå÷íè íèòðîìåòàí (CH3NO2). Íèòðîìåòàí ñå ÷óâàó ðåçåðâîàðó íà òåìïåðàòóðè Tr = 300 K è ïðèòèñêó p è îäàòëå ñå óáðèçãàâà óêîìîðó çà ñàãîðåâà»å. Ó êîìîðè çà ñàãîðåâà»å äîëàçè äî õåìèjñêå ðåàêöèjå êîjàñå îäâèjà ïðè êîíñòàíòíîì ïðèòèñêó p:
CH3NO2 −→ 0,8 CO + 0,2 CO2 + 0,7 H2 + 0,8 H2O+ 0,5 N2ïðè êîjîj ñå òå÷íè íèòðîìåòàí ðàçëàæå íà ñìåøó ãàñîâà. Êîëè÷èíà òîïëîòå êîjàñå îñëîáîäè ïðè íàâåäåíîj ðåàêöèjè jåäíîã ìîëà íèòðîìåòàíà íà òåìïåðàòóðè Tr èïðèòèñêó p je qm = 246 kJ

mol
. Íàñòàëà ãàñíà ñìåøà ñå ìîæå ïîñìàòðàòè êàî èäåàë-íè ãàñ êîå�èöèjåíòà àäèjàáàòå γ = 1,25 è ìîëàðíå ìàñå M = 20,3 g

mol
. Îäðåäèòèòåìïåðàòóðó T ãàñíå ñìåøå. Ñìàòðàòè äà ñâà òîïëîòà êîjà ñå îñëîáîäè ó ðåàêöèjèîäëàçè íà çàãðåâà»å ãàñíå ñìåøå ïðè êîíñòàíòíîì ïðèòèñêó p. (4 ïîåía)
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6. Ñ�ÏÑÊÀ ÔÈÇÈ×ÊÀ ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ Ó×ÅÍÈÊÀ Ñ�ÅÄ�ÈÕ ØÊÎËÀØÊÎËÑÊÀ 2011/2012. �ÎÄÈÍÀÄðóøòâî �èçè÷àðà ÑðáèjåÌèíèñòàðñòâî ïðîñâåòå è íàóêå �åïóáëèêå ÑðáèjåÇÀÄÀÖÈ ÁÅÎ��ÀÄ26-27.5.2012.ã) Óñëåä ðàçëèêå ïðèòèñêà ó êîìîðè çà ñàãîðåâà»å è ïðèòèñêà âàí ðàêåòå äîëàçèäî ïðîòîêà ãàñíå ñìåøå êðîç ãðëî, ìëàçíèöó è »åíîã èñòèöà»à èç ðàêåòå. Íà£èáðçèíó u êîjîì ãàñíà ñìåøà èñòè÷å èç ðàêåòå (ó ðå�åðåíòíîì ñèñòåìó âåçàíîìçà ðàêåòó) àêî jå òåìïåðàòóðà ãàñíå ñìåøå ó êîìîðè T . Ñìàòðàòè äà jå ïîïðå÷íèïðåñåê ìëàçíèöå çíàòíî ìà»è îä ïîïðå÷íîã ïðåñåêà êîìîðå çà ñàãîðåâà»å, à äà jåâàí ðàêåòå âàêóóì. Êîëèêa jå áðîjíà âðåäíîñò áðçèíå u êàäà ñå êîðèñòè ãîðèâî èçäåëà çàäàòêà â) ? (4 ïîåíà)ä) Êîëèêó ìàñó íèòðîìåòàíà òðåáà ïîòðîøèòè íà óáðçàâà»å ðàêåòå îä ìèðîâà»à äîïðâå êîñìè÷êå áðçèíå, ïðè ÷åìó £å êîíà÷íà ìàñà ðàêåòå áèòè ms = 200 kg?(2 ïîåía)¢) Ñòåïåí èñêîðèø£å»à õåìèjñêå åíåðãèjå ãîðèâà ïðè ïðîöåñó óáðçàâà»à ðàêåòå ñåäå�èíèøå êàî îäíîñ êðàj»å êèíåòè÷êå åíåðãèjå ðàêåòå è òîïëîòå êîjà ñå îñëîáîäèïðè ñàãîðåâà»ó ïîòðîøåíîã òå÷íîã ãîðèâà.¢1) Óêîëèêî ñå ó ðåøå»ó äåëó çàäàòêà ïîä â) çàíåìàðè ÷ëàí êîjè ñàäðæè Tr (òj.çàìåíè äà je Tr = 0), ñòåïåí èñêîðèø£å»à ñå ìîæå èçðàçèòè ó çàâèñíîñòè ñàìîîä îäíîñà v/u áðçèíå ðàêåòå è áðçèíå èñòèöà»à ãîðèâà. Îäðåäèòè ìàòåìàòè÷êèîáëèê òå çàâèñíîñòè. Êîëèêè jå ñòåïåí èñêîðèø£å»à çà ðàêåòó èñïèòèâàíó óîâîì çàäàòêó? (3 ïîåíà)¢2) Ïðè êîì îäíîñó v/u jå ñòåïåí èñêîðèø£å»à ìàêñèìàëàí è êîëèêè jå òàj ñòå-ïåí èñêîðèø£å»à? Ïðèçíàâà£å ñå ñâà îáðàçëîæåíà íóìåðè÷êà ðåøå»à êîjà îäòà÷íèõ îäñòóïàjó çà ìà»å îä 10%. (2 ïîåía)Ôèçè÷êå êîíñòàíòå êîjå ìîæåòå êîðèñòèòè ó îâîì çàäàòêó:
• Óáðçà»å ñèëå òåæå íà ïîâðøèíè Çåì§å: g = 9,81 m

s2

• Ïîëóïðå÷íèê Çåì§å: Rz = 6400 km

• Óíèâåðçàëíà ãàñíà êîíñòàíòà: R = 8,31 J
mol·K

• Ìîëàðíå ìàñå àòîìà âîäîíèêà, óã§åíèêà, àçîòà è êèñåîíèêà:
MH = 1 g

mol
, MC = 12 g

mol
, MN = 14 g

mol
, MO = 16 g

mol
.Ïîäñåòíèê:

•

∫ b
a

dx
x
= ln b

a
, çà a > 0 è b > 0.

• Êîå�èöèjåíò àäèjàáàòå jå ïî äå�èíèöèjè jåäíàê γ =
Cp

Cv

, ãäå jå Cp ìîëàðíè òîïëîò-íè êàïàöèòåò ïðè êîíñòàíòíîì ïðèòèñêó, à Cv ìîëàðíè òîïëîòíè êàïàöèòåò ïðèêîíñòàíòíîj çàïðåìèíè.Çàäàòàê ïðèïðåìèî: äð Íåíàä Âóêìèðîâè£, Èíñòèòóò çà �èçèêó, Áåîãðàä�åöåíçåíò: äð Äàðêî Òàíàñêîâè£, Èíñòèòóò çà �èçèêó, ÁåîãðàäÏðåäñåäíèê Êîìèñèjå çà òàêìè÷å»à ñðåä»èõ øêîëà: äð Àëåêñàíäàð Êðìïîò, Èíñòèòóò çà �èçèêó, ÁåîãðàäÇàäàòàê 1: Ñòðàíà 2 îä 2
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Друштво физичара Србије 

БЕОГРАД 
26-27.05.2012. Министарство просвете и науке Републике Србије 

ЗАДАЦИ 
 

Задатак 2: Молекулске интеракције (24 поена) 
 

а) Сви молекули у природи међусобно дејствују на различите начине у зависности од самог 
типа молекула и карактера сила које делују између њих. Уопштено говорећи, понашање 
система од два интерагујућа молекула прикладно је разматрати помоћу зависности 
њихових потенцијалних енергија. Свака интеракција молекула на неком међусобном 
растојању r  може се описати дефинисањем адекватног међумолекулског потенцијала 

( )rfU = . До данас теоријски није добијен аналитички облик криве ( )rfU =  који би у 
потпуности репродуковао реално међудејство било која два молекула нпр. неког гаса. 
Семиемпиријски је, међутим, добијено неколико међумолекулских потенцијала који 
доста добро описују молекулске интеракије. Најједноставнији такав међумолекулски 
потенцијал је потенцијал круте сфере ( )rU кс , помоћу кога молекуле и њихово 
међудејство можемо посматрати као апсолутно еластичне сударе крутих билијарских 
куглица. Потенцијал ( )rU кс  међудејства таквог система дат је у аналитичком облику као 
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где r  представља међумолекулско растојање а d  – ефективни пречник молекула 
(најмање растојање које достигну центри два молекула приликом судара). Помоћу овог 
потенцијала могу се израчунати карактеристични параметри реалних гасова а и b из Ван 
дер Валсове једначине стања реалних гасова 
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где је ν/VVM =  моларна запремина гаса, ν  је број молова гаса, p  његов притисак, T  
његова апсолутна температура, док је ( )KmolJ/ 314,8 ⋅=R  универзална гасна константа. 
Најпогоднији експерименти којима се врше мерења одступања понашања реалних од 
идеалних гасова су они који се заснивају на мерењима тзв. фактора компресибилности 
z  дефинисаног као 

 

RT
pVz M= . 

 

За идеалне гасове је 1=z , док је за реалне гасове: 10 << z  (када доминирају привлачне 
силе међудејства) или 1>z  (када доминирају одбојне силе међудејства). Ако се z  
развије у ред по MV  добиће се да је 
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где су ( )TBk  тзв. виријални коефицијенти који указују на степен међудејства молекула 
јер су уско повезани са међумолекулским потенцијалом. За једноставне молекуле 
довољно је задржати се на другом виријалном коефицијенту ( )TB2  који се израчунава 
помоћу формуле 
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где је -123 mol 106,022×=AN  Авогадров број, ( )rU  је претпостављени међумолекулски 
потенцијал, r  је међумолекулско растојање, T  је апсолутна температура гаса а 

J/K1038,1 23−×=k  је Болцманова константа. Његова веза са параметрима а и b из Ван дер 
Валсове једначине стања дата је једноставном формулом облика 

 

( ) .2 RT
abTB −=  

 

Очигледно је да, уколико је ( ) 02 <TB  преовлађују дејства привлачних сила, тј. 
доминира параметар а (нпр. на нижим температурама), а ако је ( ) 02 >TB  преовлађују 
дејства одбојних сила између молекула тј. доминира параметар b (нпр. на вишим 
температурама). Јединица за ( )TB2  је /molm3 . 
Израчунајте ( )TB2  и ( )2Bfz =  за потенцијал круте сфере ( )rU кс , један мол гаса и 

/molm 1 3=MV  ако је гас: 
a1) аргонски ( )pm 2,316Ar =d ; 
a2) угљендиоксидни ( )pm 7,391

2CO =d . 
На основу добијених резултата повежите ( )TB2  са Ван дер Валсовим параметрима а и b.  

(10 поена) 
 
 
б) На садашњем нивоу развоја физике, молекули се 
сматрају сложеним електродинамичким системима 
који се покоравају законима квантне механике, али 
их у  основи можемо сврстати у  електромагнетни 
тип деловања. Познато је да између молекула у 
неком реалном гасу делују и привлачне и одбојне 
силе. Пошто међудејства молекула сврставамо у 
електромагнетна, у  представљању ових сила 
можемо се водити аналогијом са Кулоновим силама. Посматрајмо један фиксирани 
поларни молекул А који има сталан диполни момент, и један неполарни молекул Б који 
је неутралан у  електричном смислу када се налази ван спољашњег електичног поља 
(нема сталан диполни момент). Услед дејства електричног поља молекула А молекул Б 
се поларизује и у  њему се индукује диполни момент (слика 1). Први експерименти су 
показали да, у  општем случају, привлачне nF   и одбојне oF  силе међу молекулима 
реалних гасова у зависности од њихових међусобних растојања r  можемо представити у 
облику: ( ) 01 rraF m

n −=  и ( ) 013
2 rraFo =  где су 1a , 2a  и m  константе, а 0r  је јединични 

вектор у односу на правац који спаја центре молекула. Резултанта mdF  ових сила 
међудејства једнака је onmd FFF += . 
б1) Одредите зависност nF  од међусобног растојања r  у датом случају (слика 1) 
израчунавши вредност константе m .                                                                (6 поена) 

б2) На основу резултата под б1) и података из поставке задатка б),  изведите општи 
израз за укупну потенцијалну енергију међудејства ( )rUmd  ова два молекула са 
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слике 1 као функцију међусобног растојања r , знајући да је ( ) ( ) rrUrF mdmd d/d−= .  
(3 поена) 

 
в) За молекуле са слике 1 међумолекулски потенцијал који јако добро описује њихово 
међудејство јесте тзв. Ленард-Џонсов потенцијал ( )rULJ  облика 
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где су  p  и k  вредности степене зависности од 
растојања добијене под б1) и б2), и података поставке 
задатка б). Параметар ε  представља дубину тзв. 
“потенцијалне јаме” на међумолекулском растојању 0r , 
где одбојне силе преузимају доминацију над 
привлачним силама, а ( )rULJ  има минимум (слика 2). 
Параметар σ  представља растојање молекула при  ( ) 0=rULJ  (слика 2). 
в1) Користећи се датом једначином за  ( )rULJ  израчунајте вредност ( )σfr =0 . (3 поена) 
в2) Користећи се резултатом под  v) израчунајте вредност ( )0rULJ .                      (2 поена)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Задатак припремили: др Сања Тошић, Институт за физику, Београд 
                                    др Бојан Николић, Институт за физику, Београд 
Рецензент: др Драган Д. Маркушев, Институт за физику, Београд  
Председник Комисије за такмичење ДФС: др Александар Крмпот, Институт за физику, Београд 
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6. SRPSKA FIZIQKA OLIMPIJADA UQENIKA SRED�IH XKOLAXKOLSKA 2011/2012. GODINADruxtvo fiziqara SrbijeMinistarstvo prosvete i nauke Republike SrbijeZADACI BEOGRAD26-27.5.2012.Zadatak 3: Magnetna levita
ija (23 poena)U ovom zadatku prouqi�emo jedan od naqina da se ostvari magnetna levita
ija. Gusto namotan kru�ni kalem sa
N navoja polupreqnika a i zanemar	ive deb	ine nalazi se u horizontalnoj ravni. Na rastoja�u z iznad 
entrakalema koaksijalno je postav	en mali provodni prsten polupreqnika b ≪ a, z, kao na sli
i. Masa prstena je m,otpor R, a koefi
ijent samoinduk
ije L. Sistem �emo posmatrati u 
ilindriqnom koordinatnom sistemu qijase z−osa poklapa sa osom kalema i usmerena je navixe, a kalem se nalazi u ravni z = 0. Odgovaraju�i jediniqnivektori u taqki prostora sa koordinatama (r, ϕ, z) su ~er, ~eϕ i ~ez. Ubrza�e Zem	ine te�e je ~g = −g~ez.Neka kroz kalem protiqe konstantna struja Ik u smeru kao na sli
i.a) Poka�ite da je radijalna komponenta magnetne induk
ije na oboduprstena data sa ~Br(z) = −

b

2

dBz(z)

dz
~er, gde je Bz(z) intenzitet

z−komponente magnetne induk
ije u 
entru prstena. (3 poena)b) Ukoliko kroz prsten protiqe konstantna struja jaqine Ip u smeruprikazanom na sli
i, poka�ite da je Amperova sila koja deluje naprsten jednaka ~FA = πb2Ip
dBz(z)

dz
~ez. Kakav treba da bude odnosstvarnih smerova struja Ik i Ip da bi prsten mogao da levitira, odnosnoda nepokretno lebdi iznad kalema? (3 poena)Razmotrimo sada drugaqiju situa
iju. Neka u smeru kao na sli
i kroz kalem protiqe naizmeniqna struja

ik(t) = Ik cosΩt koja se me�a tako brzo da je 2π/Ω mnogo ma�e od bilo kog drugog vremena karakteristiqnogza dati sistem. Neka se prsten u trenutku t nalazi na visini z iznad kalema.v) Odredite elektromotornu silu εi(z, t) indukovanu u prstenu. (1 poen)g) Odredite struju ip(z, t) koja protiqe kroz prsten. (4 poena)d) Odredite Amperovu silu ~FA(z, t) koja deluje na prsten u ovom sluqaju. Predstavite ~FA(z, t) u obliku zbiravremenski konstantne komponente ~FA(z) i vremenski promen	ive komponente ~fA(z, t). Kolika je sred�avrednost ~fA(z, t) tokom jednog perioda 2π/Ω? (3 poena)Sada �emo razmotriti magnetnu levita
iju prstena.Æ) Pretpostavimo da se uti
aj komponente ~fA(z, t) na kreta�e prstena praktiqno mo�e zanemariti, xto �emopokazati kasnije. Ukoliko prsten levitira na visini z0, odredite za koje vrednosti z0 �e biti mogu�emale os
ila
ije prstena oko tog ravnote�nog polo�aja. Odredite ugaonu uqestanost ω takvih os
ila
ija ufunk
iji g, a i z0. Zanemarite uti
aj kreta�a prstena na indukovanu elektromotornu silu. (6 poena)e) Koliku amplitudu mora da ima struja kroz kalem da bi prsten levitirao na visini z0 = a? (1 poen)�) Usled brze promen	ivosti struje ik(t), jasno je da vremenski promen	iva komponenta Amperove sile slaboutiqe na kreta�e prstena. �en doprinos se mo�e pro
eniti na slede�i naqin: smatraju�i da tokom kreta�aprstena va�i ~fA(z, t) ≈ ~fA(z0, t), odredite amplitudu prinudnih os
ila
ija prstena za realne vrednosti
a = 20 cm, z0 = 10 cm i Ω = 100 Hz. (2 poena)Podsetnik:

• Fluks vektora induk
ije magnetnog po	a ~B kroz bilo koju zatvorenu povrxinu jednak je nuli.
• Intenzitet induk
ije magnetnog po	a na osi kru�nog provodnika polupreqnika r kroz koji protiqe strujajaqine I, na rastoja�u z od �egovog 
entra je B(z) =

µ0Ir2

2(z2 + r2)3/2
, gde je µ0 magnetna permeabilnost vakuuma.

• Elementarna Amperova sila kojom spo	ax�e magnetno po	e induk
ije ~B deluje na beskonaqno mali deli�provodnika du�ine dℓ kroz koji protiqe struja jaqine I je d~FA = Id~ℓ × ~B, pri qemu je smer vektora d~ℓ istikao i referentni smer struje I.
• (1 + x)α ≈ 1 + αx, za |x| ≪ 1 i α ∈ R.Zadatak pripremio: Milan Rado�i�, Institut za fiziku, BeogradRe
enzenti: dr Antun Bala� i Milan �e�e	, Institut za fiziku, BeogradPredsednik komisije za takmiqe�e uqenika sred�ih xkola DFS: dr Aleksandar Krmpot, Institut za fiziku, Beograd



6. Ñ�ÏÑÊÀ ÔÈÇÈ×ÊÀ ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ Ó×ÅÍÈÊÀ Ñ�ÅÄ�ÈÕ ØÊÎËÀØÊÎËÑÊÀ 2011/2012. �ÎÄÈÍÀÄðóøòâî �èçè÷àðà ÑðáèjåÌèíèñòàðñòâî ïðîñâåòå è íàóêå �åïóáëèêå Ñðáèjå�ÅØÅ�À ÁÅÎ��ÀÄ26-27.5.2012.Çàäàòàê 1: �àêåòà (23 ïîåíà)à) Èç jåäíà÷èíå êðåòà»à ñàòåëèòà ïî îðáèòè ñëåäè msv
2

Rz
= msg. Oäàòëå jå v =

√
gRz = 7,92 km

s , àêèíåòè÷êà åíåðãèjà jå T = 1
2msv

2 = 1
2msgRz = 6,28 · 109 J = 1,74MW · h. Òà êèíåòè÷êà åíåðãèjà jå

n = T
Qd

= 4,98 ïóòà âå£à îä ìåñå÷íå ïîòðîø»å jåäíîã äîìà£èíñòâà 3ï .á) Èç çàêîíà îäðæà»à èìïóëñà ïðèìå»åíîã íà òðåíóòêå t è t+dt ñëåäèm(t)v(t) = m(t+dt)v(t+dt)+
[m(t)−m(t+ dt)] [v(t+ dt)− u], ãäå jå ÷ëàí ñ ëåâå ñòðàíå èìïóëñ ðàêåòå ó òðåíóòêó t, ïðâè ÷ëàí ñäåñíå ñòðàíå jå èìïóëñ ðàêåòå ó òðåíóòêó t+dt, à äðóãè ÷ëàí ñ äåñíå ñòðàíå èìïóëñ èçáà÷åíå êî-ëè÷èíå ãàñà. Ñðå¢èâà»åì îâå jåäíà÷èíå ñå äîáèjà [m(t)−m(t+ dt)]u = m [v(t+ dt)− v(t)], îäàêëåjå −

dm
m = 1

udv. Èíòåãðàöèjîì ïîñëåä»å jåäíà÷èíå ñëåäè −

∫m

m0

dm
m = 1

u

∫ v

0 dv, ïà jå v = u · lnm0

m5ï .â) Àêî ó ðåàêöèjè ó÷åñòâójå nL ìîëîâà ðåàêòàíòà, òàä íàñòàjå nD = 3nL ìîëîâà ãàñíå ñìåøå. Ïîøòîîñëîáî¢åíà òîïëîòà îäëàçè íà ãðåjà»å ãàñíå ñìåøå, ñëåäè qmnL = nDCp(T −Tr), ãäå jå Cp = γ
γ−1Rìîëàðíè òîïëîòíè êàïàöèòåò ãàñíå ñìåøå ïðè êîíñòàíòíîì ïðèòèñêó. Òàêî ñå äîáèjà T = Tr +

qm
R

γ−1
γ

nL

nD
= 2270 K 4ï .ã) Íåêà jå ∆m ìàñà ãàñíå ñìåøå êîjà èñòåêíå çà íåêî ìàëî âðåìå, ∆n áðîj ìîëîâà ó òîj ìàñè,à ∆V çàïðåìèíà êîjó jå òà êîëè÷èíà ãàñà çàóçèìàëà ó êîìîðè. Èç åíåðãèjñêîã áàëàíñà ñëåäè

p∆V = 1
2∆mu2

− ∆nCvT . Êîðèñòå£è jåäíà÷èíå p∆V = ∆nRT , Cv = R
γ−1 è M = ∆m

∆n ñëåäè
u =

√

2γ
γ−1

RT
M . Îäàòëå jå u =

√

2qm
M

nL

nD
+ 2γ

γ−1
RTr

M = 3,05 km
s 4ï .ä) Èç äåëà á) ñëåäèms = m0 exp

(

−
v
u

), ïà jå ìàñà ïîòðîøåíîã ãîðèâàmg = m0−ms = ms

(

exp v
u − 1

)

=

2480 kg 2ï .¢1) Ñòåïåí èñêîðèø£å»à jå η =
1
2
msv

2

mg
qm
M

nL
nD

. Êîðèñòå£è ðåøå»à äåëîâà ã), ä) è á) ñëåäè η = (v/u)2

exp v
u
−1 .Ïîøòî jå v/u = 2,79 äîáèjà ñå η = 0,51 3ï . Íàïîìåíà: Àêî ñå óçìå áðîjíà âðåäíîñò èç äåëà ã) (êîjàíå óê§ó÷ójå çàíåìàðèâà»å ÷ëàíà êîjè ñàäðæè Tr) äîáèjà ñå v/u = 2,59 è η = 0,54. Ïðèçíàâà£å ñåîáà íàâåäåíà ðåøå»à.¢2) Èñïèòèâà»åì �óíêöèjå f(x) = x2

ex−1 ñå äîáèjà äà ñå ìàêñèìóì äîñòèæå çà x = 1,59 è òàj ìàêñèìóìèçíîñè η = 0,648 2ï .
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6. SRPSKA FIZIQKA OLIMPIJADA UQENIKA SRED�IH XKOLAXKOLSKA 2011/2012. GODINADruxtvo fiziqara SrbijeMinistarstvo prosvete i nauke Republike SrbijeREXE�A BEOGRAD26-27.5.2012.Zadatak 3: Magnetna levita
ija (23 poena)a) U taqkama na z−osi magnetno po	e ima samo komponentu ~Bz = Bz~ez, dok u taqkama van z−ose ima i radijalnukomponentu ~Br = Br~er. Uoqimo vertikalni 
ilindar polupreqnika b i visine ∆z koji obuhvata prsten, tako dase gor�a osnovi
a nalazi na visini z+∆z/2, a do�a na visini z−∆z/2. Neka je u svakoj taqki povrxi 
ilindravektor normale usmeren ka spo	a. Kako je fluks vektora magnetne induk
ije ~B kroz uoqeni 
ilindar jednaknuli, imamo Bz(z+∆z/2)·πb2−Bz(z−∆z/2)·πb2+Br(z)·2πb∆z = 0. Imaju�i u vidu da je Bz(z+∆z/2)−Bz(z−∆z/2)
∆z =

dBz(z)
dz i ~Br(z) = Br(z)~er, konaqno dobijamo ~Br(z) = − b

2
dBz(z)

dz ~er. (3 poena)b) Elementarna Amperova sila koja deluje na deli� prstena je d~FA = Ipd~ℓ × ~B(z), gde je d~ℓ = b dϕ ~eϕ, ~B(z) =

Br(z)~er+Bz(z)~ez. Imaju�i u vidu da je ~eϕ×~ez = ~er i ~eϕ×~er = −~ez, dobijamo d~FA = IpBz(z)bdϕ~er−IpBr(z)bdϕ~ez.Nakon integra
ije po 
elom opsegu uglova ϕ ∈ [0, 2π), sledi ~FA = −2πbIpBr(z)~ez, xto zamenom rezultata dela a)zadatka postaje ~FA = πb2Ip
dBz(z)

dz ~ez. Kako je Bz(z) = µ0NIka2

2(z2+a2)3/2
i dBz(z)

dz = − 3µ0NIka2z
2(z2+a2)5/2

, dobijamo Amperovu silu
~FA = − 3πµ0Na2b2z

2(z2+a2)5/2
IkIp~ez. Da bi prsten mogao da levitira iznad kalema, Amperova sila mora da bude usmerenanavixe kako bi uravnote�ila silu Zem	ine te�e, pa mora da va�i IkIp < 0, odnosno stvarni smerovi struja

Ik i Ip moraju da budu suprotni. (3 poena)v) Neka je referentni smer indukovane EMS kao na sli
i u postav
i zadatka. Tada je magnetni fluks kroz prsten
Φ = Bz(z) · πb2 = πµ0Na2b2

2(z2+a2)3/2
Ik cosΩt, pa je εi(z, t) = − dΦ

dt = U0(z) sinΩt, gde je U0(z) = πµ0Na2b2ΩIk

2(z2+a2)3/2
. (1 poen)g) Poxto je indukovana EMS naizmeniqna, predstavi�emo je u kompleksnom obliku εi(z, t) = U0(z)(cosΩt+j sin Ωt).Indukovana EMS je imaginarni deo kompleksne, tj. εi(z, t) = Im εi(z, t). Kompleksna impedansa prstena �e biti

R + jΩL, a struja kroz prsten ip(z, t) = εi(z, t)/(R + jΩL). Po uslovu zadatka va�i Ω ≫ R/L jer je L/R vremepriguxe�a karakteristiqno za prsten posmatran kao RL kolo. To znaqi da je ip(z, t) ≈ −jεi(z, t)/(ΩL). Strujakoja protiqe kroz prsten je ip(z, t) = Im ip(z, t), odakle dobijamo ip(z, t) ≈ − U0

ΩL cosΩt = − πµ0Na2b2Ik

2(z2+a2)3/2L
cosΩt.(4 poena)d) Na osnovu dela b) zadatka, imamo ~FA(z, t) = − 3πµ0Na2b2z

2(z2+a2)5/2
ik(t)ip(z, t)~ez. Zamenom izraza za struje sledi daje Amperova sila ~FA(z, t) =

3π2µ2

0
N2a4b4I2

k

4L
z

(z2+a2)4~ez cos2 Ωt. Kako je cos2 Ωt = (1 + cos 2Ωt)/2, dobijamo da jekonstantna komponenta ~FA(z) = Kz
(z2+a2)4~ez i vremenski promen	iva komponenta ~fA(z, t) = Kz

(z2+a2)4 cos 2Ωt, gde je
K =

3π2µ2

0
N2a4b4I2

k

8L . Oqigledno, sred�a vrednost ~fA(z, t) tokom jednog perioda 2π/Ω jednaka je nuli. (3 poena)Æ) Jednaqina kreta�a prstena du� z−ose je md2z
dt2 = FA(z) − mg. Budu�i da prsten levitira na visini z0, bi�e

0 = FA(z0) − mg, odnosno Kz0

(z2

0
+a2)4

= mg. Razmotrimo sada kreta�e prstena vrlo blizu ravnote�nog polo�aja,
z = z0 + ξ, |ξ| ≪ z0. Kako je FA(z) ≈ FA(z0) + ξ dFA(z)

dz

∣

∣

∣

z=z0

, ako iskoristimo uslov ravnote�e FA(z0) =

mg, dobijamo FA(z) ≈ mg − mg
7z2

0
−a2

z0(z2

0
+a2)

ξ, pa je jednaqina kreta�a prstena oko ravnote�nog polo�aja md2ξ
dt2 =

−mg
7z2

0
−a2

z0(z2

0
+a2)

ξ. Male os
ila
ije prstena oko ravnote�nog polo�aja �e biti mogu�e ako je 7z2
0 − a2 > 0, odnosnoako je z0 > a/

√
7. �ihova ugaona uqestanost je ω =

√

g
7z2

0
−a2

z0(z2

0
+a2)

. (6 poena)e) Potrebna amplituda struje kroz kalem nalazi se iz uslova ravnote�e K = mg(z2
0 +a2)4/z0, xto za z0 = a postaje

K = 16mga7. Odatle dobijamo amplitudu struje Ik = 8a2

πµ0Nb2

√

2mgL
3a . (1 poen)�) Vremenski promen	iva komponenta je pribli�no fA(z, t) ≈ fA(z0, t) = FA(z0) cos 2Ωt = mg cos 2Ωt i ima uloguprinudne sile. Odgovaraju�a amplituda prinudnih os
ila
ija je x0 = g

|4Ω2−ω2| . Za vrednosti date u postav
izadatka dobija se ω ≈ 7,7 Hz, pa je x0 ≈ 0,25 mm. Odatle vidimo da je x0 veoma malo u odnosu na ostaledimenzije sistema i da se zbog toga delova�e vremenski promen	ive komponente mo�e zanemariti. (2 poena)Zadatak pripremio: Milan Rado�i�, Institut za fiziku, BeogradRe
enzenti: dr Antun Bala� i Milan �e�e	, Institut za fiziku, BeogradPredsednik komisije za takmiqe�e uqenika sred�ih xkola DFS: dr Aleksandar Krmpot, Institut za fiziku, Beograd
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Експериментални задаци (20+10 поена):  

Сензор количине воде и положаја корњаче у акваријуму  
 

 Перица је за рођендан добио нови акваријум. То га је веома обрадовало, јер је у школи тих 
дана из физике учио о Омовом закону, па је хтео да провери да ли Омов закон важи за провођење 
струје у пијаћој води. Познато је да је дестилована вода изолатор, али пијаћа вода у себи садржи 
разне соли, па се понаша као електролит и проводи струју. Тако је Перица осмислио експеримент 
у коме ће уронити две електроде у акваријум, прикључити батерију између електрода и мерити 
јачину струје у колу (слика 1). Батерију напона 9 V је купио у оближњој продавници. Затим је 
обишао неколико радњи у Београду које продају електронске компоненте и у њима је купио 
жице које су му потребне за експеримент, али нажалост ниједна од тих радњи није имала 
одговарајући инструмент за мерење јачине струје и напона. Ипак, то није обесхрабрило Перицу и 
отишао је на пијацу на отвореном на Новом Београду (популарни “Бувљак“), где је купио два 
мултиметра – инструмента који могу да мере јачину струје или напон у зависности од положаја 
преклопника на инструменту. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Кад је дошао кући, Перица је са одушевљењем поставио експеримент и извршио мерења 
зависности отпорности између електрода од висине течности у акваријуму. Очекивао је да ће 
отпорност између електрода бити обрнуто пропорционална висини течности у акваријуму. 
Резултати које је добио су за њега били потпуно неочекивани – добио је да отпорност престаје да 
зависи од висине течности у акваријуму након што ниво воде достигне неку вредност. 
 Сутрадан се Перица јавио на часу физике и рекао наставници да их је погрешно научила и 
да Омов закон не важи. Наставница је похвалила Перицу што је самостално изводио 
експерименте код куће и објаснила је у више детаља под којим условима важи једначина коју су 
учили у школи 

.
S
lR ρ=  (1)

У овој формули R је отпорност тела, ρ је специфична отпорност, l је дужина тела, а S је површина 
попречног пресека тела (слика 2). Наставница је објаснила да наведена формула одређује 
отпорност када се мери између идеално проводних електрода (означених сивом бојом) чија је 
површина једнака површини попречног пресека тела. У експерименту који је извео Перица то 
није био случај јер површина електрода није једнака површини попречног пресека тела. 
 

Слика 1 
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 Наставница је даље објаснила да се у пракси често срећу тела која немају правилан облик, 
као и електроде које не испуњавају наведене услове (слика 3). У таквим случајевима, некад је 
могуће извести аналитичку формулу којом се отпорност изражава у зависности од специфичне 
отпорности и геометријских параметара. Ипак, често то није могуће урадити. Да би се израчунао 
отпор у овим случајевима, тело неправилног облика може да се подели на велики број малих 
тела правилног облика (нпр. облика квадра), слика 3. На сваки од ових малих делова примењује 
се формула (1). Тако се рачунање отпорности неправилног тела своди на рачунање еквивалентне 
отпорности мреже отпорника, при чему је отпорност сваког од тих отпорника добијена из 
формуле (1).  

 На наведени начин могуће је израчунати и отпор између две електроде са слике 1. То није 
могуће урадити аналитички, већ за то мора да се користи одговарајућа нумеричка симулација на 
рачунару. Оваква симулација даје зависност отпорности између електрода од геометријских 
параметара система и специфичне отпорности течности. Када се зна ова веза, могуће је одредити 
отпор за познату специфичну отпорност, али и одредити специфичну отпорност када је познат 
отпор између електрода. 
 Некад је згодније уместо отпорности и специфичне отпорности користити проводност G и 
специфичну проводност σ, при чему важи RG /1=  и ρσ /1= . Јединица за проводност је Сименс 
([G] = S). На основу нумеричке симулације система са слике 1, добијено је да је зависност 
проводности од запремине течности у акваријуму описана следећом приближном формулом: 

( ), G 1 0/
0

VVeG −−=    (2)
где је V запремина течности, а 

.3

,
2

00

0

SaV

aG

⋅⋅=

⋅⋅= σπ
 (3)

Притом је а параметар који зависи од геометријских особина система (дужина и пречник 
електрода, димензије посуде,...) и који има димензије дужине, σ је специфична проводност 
електролита, а S0 је средња површина хоризонталног попречног пресека акваријума. 

Слика 3. 

Слика 2. 
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Експериментална апаратура 
 

 
Слика 4 – бројеви на слици одговарају редним бројевима у списку апаратуре 

 
 Фотографија апаратуре дата је на слици 4. На располагању су вам: 

1. Плава кадица, која служи као модел акваријума, у којој се налазе две електроде 
причвршћене на дну. Електроде приликом рада не померати!  

2. Црвена кофа напуњена водом (није приказана на слици 4). Количина воде у кофи би 
требало да буде довољна за извођење целог експеримента. Ипак, уколико је такмичару 
потребно, комисија ће обезбедити још воде. 

3. Батерија која омогућава стварање разлике потенцијала између електрода (није приказана 
на слици 4, већ је запакована у одговарајућу фабричку амбалажу). 

4. Инструмент који омогућава мерење напона између електрода (који не мора бити 
идентичан ономе са слике) и одговарајући конектори. Да би се инструмент користио за 
мерење напона, потребно је преклопник поставити у положај који је означен са DCV или 
V  у зависности од инструмента (уколико инструмент који сте добили нема ниједну од 
тих ознака позовите члана комисије). Грешка мерења напона је једнака збиру 0,25% 
вредности мерења и тежине најмањег децималног места при мерењу (нпр. за измерену 
вредност 2,56V грешка је V01,0V56,20025,0 +⋅ ). 

5. Инструмент који омогућава мерење јачине струје и одговарајући конектори (мултиметар 
Mastech MAS830, донација компаније МикроПринц). Да би се инструмент користио за 
мерење струје, потребно је преклопник поставити у положај који је означен са A . 
Грешка мерења јачине струје је једнака збиру 0,5% вредности мерења и тежине најмањег 
децималног места при мерењу (нпр. за измерену вредност 2,56mA грешка је 

). mA01,0mA56,2005,0 +⋅
6. Пет каблова са крајевима у облику штипаљке (“крокодилке“). 
7. Две чаше запремине 4 dl које служе за сипање воде у акваријум. На чашама се налази 

цртица која означава до ког нивоа треба напунити чашу да би запремина воде у њој била 
једнака 4 dl. Грешку одређивања ове запремине треба сами да процените.  

8. Лењир који можете користити за цртање графика и за мерење дужине. 
9. Две чаше са избушеним дном у које је забодена игла, које ће у другом делу задатка бити 

коришћене као модел пластичне корњаче. 
10. Папирни убруси, који служе за брисање ако проспете воду или наквасите руке. 
11. Лепљива трака (селотејп) који може да послужи за причвршћивање лењира у одређени 

положај. 

11 10 

9 

8 
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Задатак 1. Сензор количине воде у акваријуму (20 поена) 
 
Перица је био веома разочаран што није увек могуће аналитички израчунати како проводност 
зависи од геометријских параметара система и специфичне проводности материјала. Да би га 
утешила, наставница му је дала следећи задатак када је могуће да се проблем реши аналитички. 
Помозите Перици да реши тај задатак. 
 

1.1. Две идентичне металне сферне електроде полупречника r су постављене у бесконачну 
средину проводности σ. Растојање између електрода је много веће од њиховог пречника.
 Показати да је проводност између електрода једнака σβrG = , где је β  бездимензиона 
нумеричка константа чију вредност треба одредити. 

(2 поена)
 
Након што је решио овај задатак, Перица се орасположио. Посебно је постао срећан кад је 
увидео да једначина (2) може да се искористи да се на основу мерења проводности утврди 
запремина воде у акваријуму. Ипак, да би то било могуће, потребно је извршити детаљна мерења 
зависности проводности од запремине воде у акваријуму. Перица се зато обратио Комисији за 
такмичења, која је одлучила да то да као задатак на 6. Српској физичкој Олимпијади.   
 

1.2. Имајући у виду једначину (2), одредити колика је вредност проводности када је запремина 
течности у посуди велика ( ). Решење дати у општим бројевима у зависности од 
параметара  и . 

0VV >>

0G 0V
(1 поен)

 

1.3. Повезати апаратуру према шеми приказаној на слици 5 (на тој слици правоугаоник 
представља кадицу са течношћу). Измерити зависност проводности између електрода од 
запремине воде и направити одговарајућу табелу. Проценити грешке свих величина. 
Проводност одредити на основу мерења јачине струје у колу и напона између електрода. 
За сваку следећу тачку додати једну чашу воде (4 dl). Укупан број мерних тачака треба да 
буде најмање 30.   
Важнe напоменe:  
a) Пожељно је све експерименталне тачке измерити у једној серији, без развезивања 
каблова или већих застоја током те серије. 
б) Након сипања сваке нове чаше воде, сачекати да се бројне вредности на инструментима 
за мерење јачине струје и напона стабилизују пре њиховог очитавања. 
в) Кад завршите са серијом мерења, развежите коло и испразните акваријум (да се 

Слика 5 
П

А 

V
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батерија не би трошила и да се јони електролита не би таложили на електродама док 
обрађујете експерименталне податке). Приликом пражњења акваријума пазите да се 
електроде не помере. 

(5 поена)
 

1.4. Нацртати график зависности проводности од запремине воде.  
(2 поена)

 
1.5. Користећи график нацртан у делу 1.4, одредити параметар G0, као и његову грешку.  

(1 поен)
 

1.6. На погодан начин линеаризовати једначину (2) тако да се са одговарајућег графика може 
одредити параметар V0. Треба имати у виду да је параметар G0 сад познат.  

(1 поен)

1.7. На основу извршене линеаризације нацртати одговарајући график. Са овог графика 
одредити параметар V0 као и грешку његовог одређивања. Ако неке мерне тачке не 
узимате у обзир при фитовању, објаснити зашто.  

(4 поена)

1.8. Одредити специфичну проводност воде и грешку њеног мерења. Сматрати да је површина 
попречног пресека акваријума једнака  .dm)7,03,12( 2

0 ±=S
 (2 поена)

Као што смо поменули, Перица жели да мерењем проводности одређује запремину воде у 
акваријуму. Осетљивост  оваквог мерења се дефинише као однос мале промене проводности и 
мале промене запремине, тј. . 

S
dVdGS /=

 
1.9. На основу формуле (2) одредите при којој запремини воде у акваријуму је осетљивост 

мерења највећа, а кад је најмања? Одредити бројну вредност (није потребно одређивати 
грешку) највеће могуће осетљивости користећи се претходно добијеним резултатима 
мерења. 

 (2 поена)
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Задатак 2. Сензор положаја корњача у акваријуму (10 поена) 
 
Перица планира да у акваријуму чува две корњаче. Пошто од Удружења за заштиту животиња 
није добио дозволу да пушта струју кроз акваријум са живим корњачама, Перица је набавио две 
пластичне корњаче. У нашем експерименту смо пластичне корњаче заменили пластичним 
чашама са избушеним дном окренутим наопако (слике 6 и 7). Корњаче се крећу једна другој у 
сусрет дуж осе која спаја електроде. Перица, као одличан физичар, је схватио да мерењем 
проводности између електрода може да одреди положај корњача приликом кретања. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Као што је наставница већ објаснила Перици, проводност између електрода зависи поред 
специфичне отпорности течности и од геометријских особина система. Ово се, на пример, види 
по зависности проводности од висине (запремине) воде у посуди измереној у делу задатка 1. 
Геометријски параметри проводника (воде) могу да се промене и тако што се у воду стави неки 
изолатор, као што су пластичне чаше. На пример, када се у акваријум ставе две чаше са 
избушеним дном геометријски параметри (облик проводника) се мењају, слике 6 и 7. Ово доводи 
до промене проводности између електрода. Геометријске особине проводника се мењају и када 
се чаше померају, па се самим тим мења и проводност између електрода. Ово омогућава 
детекцију положаја пластичне корњаче на основу мерења проводности између електрода. Чаше 
су увек постављене симетрично тако да је растојање леве чаше од леве електроде једнако 
растојању десне чаше од десне електроде. Притом правац игле пресеца линију која спаја 
електроде. 
 

 
 

Слика 7 
 

Слика 6. 
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У акваријум сипати 5 чаша воде. 
 
2.1. Измерити зависност проводности између електрода од положаја чаша. Чаше померати дуж 

линије која спаја електроде, а која је означена на дну акваријума. Чаше притом увек треба да 
буду симетрично постављене. За прву тачку чаше треба да додирују електроде. При 
постављању чаша треба водити рачуна да се електроде не помере. За следеће 3 тачке чаше 
треба померати за по 5 mm, а за остале тачке за по 1 cm. Чаше померати све док се не додирну 
на средини акваријума. Положај чаша (тј. растојање чаше од електроде) мерити коришћењем 
лењира и игле која је забодена у чашу. Игла служи да би се лењиром лакше очитао положај 
чаше (слика 7). Под растојањем чаше од електроде подразумевати растојање тачке на чаши 
која је најближа тој електроди (тако је у почетном положају то растојање једнако нули). 
Селотејп можете искористити да лењир причврстите у одређени положај. 
 

Одмах након што завршите са серијом мерења, позовите једног члана комисије који ће 
симетрично поставити чаше на вама непознати положај и прекрити акваријум тако да се не 
види где су чаше. Измерити проводност између електрода за тај положај чаша и записати 
резултат. У делу задатка 2.3 ћете искористити ово мерење да одредите непознати положај 
симетрично постављених чаша.  
 

Важнe напоменe:  
а) Пожељно је све експерименталне тачке измерити у једној серији, без развезивања каблова 
или већих застоја током те серије. 
б) Након симетричног померања чаша, сачекати да се бројне вредности на инструментима за 
мерење јачине струје и напона стабилизују пре њиховог очитавања. 
в) Приликом померања чаша, пазити да се игла у чаши не помери, односно водити рачуна да 
се правац игле увек поклапа са осом симетрије чаше. 
г) Кад завршите са серијом мерења, развежите коло и испразните акваријум (из истих разлога 
као и раније). Приликом пражњења акваријума пазите да се електроде не помере. 

(4 поена)

2.2. На основу мерења из дела 2.1. нацртати график зависности проводности између електрода од 
растојања чаша од електрода.  

(2 поена)
 

2.3.  На основу добијене зависности (графика) може да се одреди положај чаша када су оне 
симетрично постављене у акваријуму. На основу мерења из дела 2.1. одредити непознати 
положај чаша и која је грешка одређивања тог положаја. Не треба да вас брине ако је 
релативна грешка положаја велика. 

(2 поена)
 

2.4. На основу графика из дела 2.1. закључите да ли је могуће на основу мерења проводности 
одредити положај чаша за било који симетричан положај дуж осе која спаја електроде? 
Сматрати да је положај могуће одредити ако је апсолутна грешка мања од 1cm.  

(2 поена)
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Друштво Физичара Србије 
Министарство просвете и науке Републике Србије  

РЕШЕЊЕ ЕКСПЕРИМЕНТА 

БЕОГРАД 
26-27.5.2012. 

 
Експериментални задаци (20+10 поена):  

Сензор количине воде и положаја корњаче у акваријуму  
 

 
1.1.  
Посматрајмо најпре једну металну сферу. Ако је њено наелектрисање q, напон између површине 
сфере и бесконачности је једнак ( )rqV 04/ πε= . Интензитет електричног поља на површини 
сфере је ( )2

04/ rqE πε= , а густина струје на површини сфере је једнака Ej σ= . Одатле је укупна 
струја која истиче из једне електроде . Иста толика струја утиче у другу електроду, 
одакле се може закључити да је потенцијал друге електроде једнак -V. Проводност између 
електрода је онда једнака . Коришћењем свих претходних једначина добијамо да је 

jrI 24 ⋅= π

( VIG 2/= )
σπrG 2= . 

 
1.2. 
Када је V велико, односно када тежи бесконачности, тада израз  тежи нули, односно израз 

 тежи 1. Дакле, за велике вредности запремине проводност тежи вредности G
0/VVe−

0/1 VVe−− 0.
 
1.3. 
Измерене вредности су приказане у следећој табели: 
 
Број чаша 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

V / [L] 0,400 0,80 1,20 1,60 2,00 2,40 2,80 3,20 3,60 

∆V / [L] 0,008 
(0,008) 

0,02 
(0,016) 

0,03 
(0,024) 

0,03 
(0,032) 

0,04 
(0,040) 

0,05 
(0,048) 

0,06 
(0,056) 

0,07 
(0,064) 

0,07 
(0,072) 

I / [mA] 0,70 1,33 1,74 2,05 2,29 2,45 2,61 2,74 2,83 

∆I / [mA] 0,02 
(0,0135) 

0,02 
(0,0166) 

0,02 
(0,0187) 

0,02 
(0,0202) 

0,03 
(0,0215) 

0,03 
(0,0222) 

0,03 
(0,0231) 

0,03 
(0,0237) 

0,03 
(0,0242) 

U / [V] 8,86 8,85 8,85 8,84 8,84 8,85 8,85 8,84 8,84 

∆U / [V] 0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

G / [mS] 0,079 0,150 0,197 0,232 0,259 0,277 0,295 0,310 0,320 

∆G / [mS] 0,002 
(0,0018) 

0,003 
(0,0025) 

0,003 
(0,0028) 

0,004 
(0,0032) 

0,004 
(0,0033) 

0,004 
(0,0035) 

0,004 
(0,0037) 

0,004 
(0,0038) 

0,004 
(0,0039) 

 
Број чаша 10 11 12 13 14 15 16 17 

V / [L] 4,00 4,40 4,8 5,2 5,6 6,0 6,4 6,8 

∆V / [L] 0,08 
(0,080) 

0,09 
(0,088) 

0,1 
(0,096) 

0,1 
(0,104) 

0,1 
(0,112) 

0,1 
(0,120) 

0,2 
(0,128) 

0,2 
(0,136) 

I / [mA] 2,91 2,97 3,03 3,09 3,13 3,17 3,20 3,24 

∆I / [mA] 0,03 
(0,246) 

0,03 
(0,0249) 

0,03 
(0,0252) 

0,03 
(0,0255) 

0,03 
(0,0257) 

0,03 
(0,0259) 

0,03 
(0,0260) 

0,03 
(0,0262) 

U / [V] 8,84 8,84 8,84 8,84 8,84 8,84 8,83 8,83 

∆U / [V] 0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0321) 

G / [mS] 0,329 0,336 0,343 0,350 0,354 0,359 0,362 0,367 

∆G / [mS] 0,004 
(0,0040) 

0,004 
(0,0041) 

0,004 
(0,0041) 

0,005 
(0,0042) 

0,005 
(0,0042) 

0,005 
(0,0043) 

0,005 
(0,0043) 

0,005 
(0,0043) 
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Број чаша 18 19 20 21 22 23 24 25 

V / [L] 7,2 7,6 8,0 8,4 8,8 9,2 9,6 10,0 

∆V / [L] 0,2 
 (0,144) 

0,2 
 (0,152) 

0,2 
 (0,160) 

0,2 
 (0,168) 

0,2 
 (0,176) 

0,2 
 (0,184) 

0,2 
 (0,192) 

0,2  
(0,200) 

I / [mA] 3,23 3,28 3,30 3,30 3,31 3,31 3,31 3,32 

∆I / [mA] 0,03 
(0,0262) 

0,03 
(0,0264) 

0,03 
(0,0265) 

0,03 
(0,0265) 

0,03 
(0,0266) 

0,03 
(0,0266) 

0,03 
(0,0266) 

0,03 
(0,0266) 

U / [V] 8,83 8,82 8,82 8,82 8,82 8,82 8,81 8,81 

∆U / [V] 0,04 
 (0,0321) 

0,04 
 (0,0320) 

0,04 
 (0,0320) 

0,04 
 (0,0320) 

0,04 
 (0,0320) 

0,04 
 (0,0320) 

0,04 
 (0,0320) 

0,04 
 (0,0320) 

G / [mS] 0,366 0,372 0,374 0,374 0,375 0,375 0,376 0,377 

∆G / [mS] 0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

0,005 
(0,0044) 

 
Грешке напона и струје су одређене према упутству датом у задатку. Грешка проводности је 

.⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
∆

=∆
U
U

I
IGG  

Грешка за запремину је процењена на основу грешке која се прави при одређивању нивоа воде. 
Процењено је да је грешка у нивоу воде око 2 mm. Пошто је висина до ознаке до које се пуни око 
11cm, процењено је да је релативна грешка одређивања запремине око 2%. Ово је грешка како за 
једну чашу, тако и за већи број чаша јер се при додавању воде сабирају апсолутне грешке, а 
релативна грешка остаје иста. 
 
1.4. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

 

 

G
 / 

[m
S]

V / [L]

Промена проводности воде у акваријуму са порастом запремине воде
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1.5.  
Параметар G0 можемо да одредимо са графика као вредност којој тежи проводност када 
запремина течности тежи бесконачно великој вредности. У нашем случају проводност је 
практично престала да расте за неколико последњих тачака. Зато параметар G0 може да се 
одреди на основу ових тачака. Конкретно, на графику је за G0 узета вредност проводности за 
последњу тачку. Хоризонтална асимптота 0GG =  је на графику представљена испрекиданом 
линијом. За грешку параметра можемо да узмемо грешку неколико последњих тачака (0,005mS). 
Тако добијамо 

mS.)005,0377,0(0 ±=G  
 
1.6. 
Из једначине (2) следи 

.1 0/

0

VVe
G
G −=−  

Логаритмовањем ове зависности добијамо 

.11ln
00

V
VG

G
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−  

Одавде следи да зависност  од V има облик ( 0/1ln GG−− ) ,xky ⋅=  дакле график ове зависности је 
права која пролази кроз координатни почетак са коефицијентом правца  ./1 0Vk =
 
1.7. 
 

V / [L] 0,400 0,80 1,20 1,60 2,00 2,40 2,80 3,20 3,60 

∆V / [L] 0,008 
(0,008) 

0,02 
(0,016) 

0,03 
(0,024) 

0,03 
(0,032) 

0,04 
(0,040) 

0,05 
(0,048) 

0,06 
(0,056) 

0,07 
(0,064) 

0,07 
(0,072) 

( 0/1ln GG−− )  0,24 
(0,235) 

0,51 
(0,509) 

0,74 
(0,737) 

0,96 
(0,955) 

1,16 
(1,162) 

1,3 
(1,325) 

1,5 
(1,524) 

1,7 
(1,727) 

1,9 
(1,892) 

( )/1ln( 0GG−−∆ )  0,01 
(0,009) 

0,02 
(0,018) 

0,04 
(0,038) 

0,04 
(0,040) 

0,06 
(0,055) 

0,1 
(0,068) 

0,1 
(0,088) 

0,1 
(0,112) 

0,2 
(0,136) 

 
V / [L] 4,00 4,40 4,8 5,2 5,6 6,0 6,4 6,8 

∆V / [L] 0,08 
(0,080) 

0,09 
(0,088) 

0,1 
(0,096) 

0,1 
(0,104) 

0,1 
(0,112) 

0,1 
(0,120) 

0,2 
(0,128) 

0,2 
(0,136) 

( 0/1ln GG−− )  2,1 
(2,065) 

2,2 
(2,219) 

2,4 
(2,406) 

2,6 
(2,636) 

2,8 
(2,797) 

3,0 
(3,042) 

3,2 
(3,224) 

3,6 
(3,630) 

( ))/1ln( 0GG−−∆  0,2 
(0,165) 

0,2 
(0,196) 

0,3 
(0,241) 

0,3 
(0,308) 

0,4 
(0,366) 

0,5 
(0,473) 

0,6 
(0,57) 

0,9 
(0,87) 

 
V / [L] 7,2 7,6 8,0 8,4 8,8 9,2 9,6 10,0 

∆V / [L] 0,2 
(0,144) 

0,2 
(0,152) 

0,2 
(0,160) 

0,2 
(0,168) 

0,2 
 (0,176) 

0,2 
 (0,184) 

0,2 
 (0,192) 

0,2  
(0,200) 

( 0/1ln GG−− )  3,5 
(3,534) 

4 
(4,323) 

5 
(4,834) 

5 
(4,834) 

5 
(5,239) 

5 
(5,239) 

/ 
(5,932) / 

( ))/1ln( 0GG−−∆  0,8 
(0,785) 

2 
(1,76) 

3 
(2.945) 

3 
(2,945) 

5 
(4,425) 

5 
(4,425) 

/ 
(8,865) / 

 
Грешка за величину ( 0/1ln GG )−−  одређује се као 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 00
0

00 /1ln/1ln/1ln GGG
G

GGG
G

GG ∆⋅−−
∂
∂

+∆⋅−−
∂
∂

=−−∆  
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одакле добијамо 

( )( ) 02
0000

0 )/1()/1(
1/1ln G

GGG
GG

GGG
GG ∆⋅

−
+∆⋅

−
=−−∆  

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

 

 

-ln
(1

 - 
G

/G
0)

V / [L]

Линеаризована зависност проводности од запреминe воде

 Кроз ове тачке провлачимо праву која пролази кроз координатни почетак. При томе не 
узимамо последње тачке са графика јер су грешке за њих веће или једнаке самој вредности 
ординате. Ово је последица чињенице да је за ове тачке 0GG ≈ , односно  Због овога је 
разлика , па је зато њена релативна грешка велика. 

.1/ 0 ≈GG
1/1 0 <<− GG

 Да бисмо одредили нагиб ове праве довољно је да очитамо апсцису и ординату било које 
тачке са ове праве. Из нагиба ове праве добијамо да је L.869,10 =V  Грешку можемо да добијемо 
тако што ћемо кроз ове тачке провући две најекстремније праве за које процењујемо да их има 
смисла провући кроз дате експерименталне тачке и њихове грешке. На овај начин добијамо да је 
грешка 0,05L. Тако је 

L.)05,087,1(0 ±=V  
 
1.8. 
Из једначине (3) је 

.
m
S04751,0

6

0

00 ==
V

SG
π

σ  

Грешка одређивања специфичне проводности је 
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.
m
S005,0

m
S00460,0

0

0

0

0

0

0 ≈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
+

∆
+

∆
=∆

S
S

V
V

G
G

σσ  

одакле је 
mS/m.)548( ±=σ  

 
1.9. 
Из једначине (2) следи 

.0

0

0 V
V

e
V
G

dV
dGS

−
==  

Одатле следи да је највећа осетљивост кад је 0=V  и она износи .
L

mS21,0
0

0
max ==

V
G

S  Најмања 

осетљивост је једнака нули и добија се кад запремина тежи бесконачности. 
 
2.1. 

l / [cm] 0,0 0,5 1,0 1,5 2,5 3,5 

∆l / [cm] 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 

I / [mA] 1,66 1,77 1,82 1,84 1,89 1,91 

∆I / [mA] 0,02 
(0,0183) 

0,02 
(0,0189) 

0,02 
(0,0191) 

0,02 
(0,0192) 

0,02 
(0,0194) 

0,02 
(0,0195) 

U / [V] 9,51 9,51 9,51 9,51 9,50 9,50 

∆U / [V] 0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

G / [mS] 0,175 0,186 0,191 0,193 0,199 0,201 

∆G / [mS] 0,003 
(0,0025) 

0,003 
(0,0026) 

0,003 
(0,0027) 

0,003 
(0,0027) 

0,003 
(0,0028) 

0,003 
(0,0028) 

 
l / [cm] 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 
∆l / [cm] 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 

I / [mA] 1,92 1,94 1,95 1,96 1,96 

∆I / [mA] 0,02 
(0,0196) 

0,02 
(0,0197) 

0,02 
(0,0198) 

0,02 
(0,0198) 

0,02 
(0,0198) 

U / [V] 9,50 9,50 9,50 9,50 9,50 

∆U / [V] 0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

0,04 
(0,03375) 

G / [mS] 0,202 0,204 0,205 0,206 0,206 

∆G / [mS] 0,003 
(0,0028) 

0,003 
(0,0028) 

0,003 
(0,0028) 

0,003 
(0,0028) 

0,003 
(0,0028) 

 
Грешке струје, напона и проводности се рачунају као и раније. За грешку мерења растојања од 
електроде може да се узме вредност јединичног подеока на лењиру, односно 1mm. 

2.2. 
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-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.170

0.175

0.180

0.185

0.190

0.195

0.200

0.205

0.210
Зависност проводности од положаја чаша

G
 / 

[m
S]

l / [cm]
 

 
2.3. 
У зависности где је члан комисије ставио чашу могу да се добију различити резултати. Ево 
једног примера шта може да се добије. За напон је измерена вредност 9,51V, а за струју вредност 
1,79mA. Одавде добијамо да је проводност mS.)003,0188,0( ±  Са графика можемо да очитамо да 
ова проводност одговара растојању од електрода од 0,7cm (праве за очитавање су дате црвеним 
тачкастим линијама на графику). Процену грешке ове вредности такође је могуће направити са 
графика, тако што се очитају вредности положаја за вредности проводности са почетка и краја 
интервала грешке (у овом случају за 0,185mS и 0,191mS). Праве за то очитавање дате су зеленим 
испрекиданим линијама. Након очитавања се добија да је положај чаше у интервалу од 0,3cm до 
1,5cm. Одатле коначно следи да је положај чаше дат са cm.)6,09,0( ±  
 
2.4. 
Није увек могуће одредити положај чаше са грешком мањом од 1cm. Нпр, ако би била измерена 
проводност од  истим поступком као у делу 2.3. (који је приказан на слици) би се 
добило да је положај чаше 3,0cm, а истим поступком за анализу грешке би се добило да је 
положај чаше негде у интервалу од 1,7cm до 7,1cm, па је грешка свакако већа од 1cm. 

mS)003,0200,0( ±
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