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Prvi razred

1. Homogeni xtap mase m i duжine l je jednim svojim krajem zglobno povezan sa oso-
vinom u taqki A (slika 1). Xtap moжe slobodno da rotira u zglobu oko horizon-
talne ose koja je normalna na osovinu. Ako osovina poqne da rotira konstantnom
ugaonom brzinom ω oko vertikalne ose, odrediti rastojaƬe doƬeg kraja xtapa od
ose rotacije i silu reakcije xtapa na osovinu. Za veliki prirodan broj n vaжe
relacije: 1

n2

∑n
i=1 i = 1

n2 (1 + 2 + . . . + n) = 1
2

i 1
n3

∑n
i=1 i2 = 1

n3 (1
2 + 22 + . . . + n2) = 1

3
.

(15 bodova)

2. Bure mase M je napuƬeno naftom mase m i kotrƩa se niz strmu ravan nagib-
nog ugla 30◦ (slika 2). Bure se moжe smatrati xupƩim vaƩkom sa tankim osno-
vama koji je napravƩen od homogenog materijala. SpoƩaxƬi polupreqnik xupƩeg
vaƩka je R, a unutraxƬi polupreqnik je ηR (η < 1). Odrediti ubrzaƬe bu-
reta. TreƬe izme±u zidova bureta i nafte smatrati zanemarƩivo malim. Pret-
postaviti da se bure kotrƩa bez proklizavaƬa niz strmu ravan. Tako±e smat-
rati da je osa simetrije bureta paralelna horizontalnoj ravni tokom kretaƬa.

(15 bodova)

3. Na glatkoj horizontalnoj podlozi se nalazi daska mase m1. Na dasci se nalaze
dva ista vaƩka mase M i polupreqnika osnove R, a preko Ƭih je poloжena druga
daska mase m2 (slika 3). U poqetnom trenutku sistem je postavƩen simetriqno
i miruje. Na gorƬu dasku poqne da deluje sila F u horizontalnom pravcu. Ako
se vaƩci kre²u bez proklizavaƬa odrediti ubrzaƬa daski. Moment inercije
vaƩka mase M i polupreqnika osnove R oko ose rotacione simetrije je I = 1

2
MR2.

(20 bodova)

4. Dva nebeska tela A i B, masa MA i MB rotiraju oko taqke O i nalaze se na
konstantnom me±usobnom rastojaƬu R. Polupreqnik tela B je r i mnogo je maƬi
od R. Svemirski brod C, mase m je usidren na nebeskom telu B u taqki koja
je najbliжa nebeskom telu A (slika 4). Svemirski brod se u svakom trenutku
nalazi na pravoj koja spaja centre nebeskih tela A i B. Smatraju²i da je masa
svemirskog broda mnogo maƬa od masa nebeskih tela, odrediti teжinu svemirskog
broda. Pokazati da rezultat zavisi samo od konstanti: Q = γ mMB

r2 , η = r
R

i

µ = MA

MB
, gde je γ gravitaciona konstanta. Za realni broj x i celi broj n, pod

pretpostavkom da je x ≪ 1, vaжi formula (1 + x)n = 1 + nx. (20 bodova)
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Задатак 
 
Одредити коефицијент еластичности дате опруге, мерењем периода малих 
осцилација. Проценити грешку мерења.         

    (30 поена) 
 
Препорука: Пратите зависност периода осциловања опруге од масе којом је 
оптерећена. 
 
Мерни комплет 
 
1. Опруга     2. Хронометар   3. Носачи 
 
4. Комплет тегова  
На теговима је означена њихова маса. Грешке масе су занемарљиве. 
 
 

Теоријски увод 
 

 
Период малих осцилација опруге износи 

k
mT π2= , 

где су k - коефицијент еластичности опруге и m - маса тега обешеног о опругу.    
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1. Izdelimo xtap na n deli²a mase ∆m = m
n
. Ukupna cen-

trifugalna sila koja deluje na xtap je suma centrifu-
galnih sila na svaki Ƭegov deli² Fcf =

∑n
i=1 ∆mdiω

2.
Ako je d1 rastojaƬe prvog deli²a xtapa od ose, onda
je di = id1 i d = nd1, pa je Fcf = ∆md1ω

2 ∑n
i=1 i =

mdω2 1
n2

∑n
i=1 i = 1

2
mdω2. Ukupni moment centrifugalne

sile koja deluje na xtap je Mcf =
∑n

i=1 ∆mdiω
2hi. Kako je

hi = ih1 = ihd1

d
, to je Mcf = mdhω2 1

n3

∑n
i=1 i2 = 1

3
mdhω2. Iz-

jednaqavaƬem momenta sile teжe koji deluje na polovini
xtapa i momenta centrifugalne sile mg d

2
= 1

3
mdhω2 do-

bijamo h = 3g

2ω2 , odnosno d =
√

l2 − 9g2

4ω4 . Iz ravnoteжe

sila mg = Ny i 1
2
mdω2 = Nx dobijamo da je sila reak-

cije N =
√

N2
x + N2

y = 1
2
mlω2

√

1 + 7g2

4l2ω4 .
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2. Moment inercije xupƩeg vaƩka oko ose simetrije dobijamo ako od momenta iner-
cije ‘celog’ vaƩka mase M + M1, gde je M1 masa ‘xupƩeg dela’, oduzmemo moment
inercije xupƩeg dela: I = 1

2
(M + M1)R

2
−

1
2
M1η

2R2. Kako je M1 = M η2R2

R2
−η2R2 , to je

I = 1
2
MR2(1 + η2). Jednaqina za translaciju bureta sa naftom niz strmu ravan

isprojektovana na pravac kretaƬa je (M +m)a = 1
2
(M +m)g−F , gde je F sila treƬa

kotrƩaƬa. Kako je treƬe izme±u nafte i bureta zanemarƩivo, rotira samo bure,
pa je jednaqina za rotaciju bureta Iα = FR. Poxto nema proklizavaƬa bureta to
je a = Rα, pa je konaqno a = g M+m

(3+η2)M+2m
.

3. Jednaqina translacije doƬe daske je m1a1 = 2F2. Jednaqina za rotaciju vaƩka
je Iα = (F1 + F2)R, a za translaciju MA = F1 − F2. Moment inercije vaƩka je
I = 1

2
MR2. Jednaqina kretaƬa gorƬe daske je m2a2 = F − 2F1. Kako je ubrzaƬe

dodirne taqke vaƩka i doƬe daske a1 i cilindar ne proklizava po Ƭoj to je A −

Rα = a1. UbrzaƬe gorƬe daske je a2 = A + Rα. RexavaƬem jednaqina dobijamo
da je a1 = −F M

4m1m2+3M(m1+m2)+2M2 i a2 = F 3M+4m1

4m1m2+3M(m1+m2)+2M2 . Vidimo da se doƬa
daska kre²e u suprotnom smeru od pretpostavƩenog.

F
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4. Poxto su mase tela A i B mnogo ve²e od mase svemirskog broda moжemo sma-
trati da se tela A i B kre²u oko zajedniqkog centra mase O po kruжnicama
jer je me±usobno rastojaƬe nepromenƩivo tokom kretaƬa. Jednaqine kretaƬa su
MAlAω2 = γ MAMB

R2 i MBlBω2 = γ MAMB

R2 . Kako je lA + lB = R sabiraƬem jednaqina

dobijamo da je ω2 = γ MA+MB

R3 . Ako je FCB ukupna sila izme±u tela C i B, jed-

naqina za ravnoteжu tela C je FCB − γ mMA

(R−r)2
+ m(lB − r)ω2 = 0. Poxto je r mnogo

maƬe od R to je r
R

≪ 1, pa je 1
(R−r)2

= 1
R2(1− r

R
)2

= 1
R2 (1 + 2 r

R
). Za telo C moжemo

pisati FCB = γ mMA

R2 (1 + 2 r
R
) − γ mMA

R2 + γ
m(MA+MB)r

R3 = γ
m(3MA+MB)r

R3 . S druge strane

FCB = γ mMB

r2 − N gde je N sila reakcije podloge (teжina svemirskog broda). Iz

prethodnih jednaqina dobijamo N = γ mMB

r2 − γ
m(3MA+MB)r

R3 , xto se moжe napisati u

obliku N = γ mMB

r2 (1 −
r3

R3 (1 + 3MA

MB
)), odnosno N = Q(1 − η3(1 + 3µ)).
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Савезно такмичење 2004. 
Решење експерименталног задатка 

 
Mерено је време t потребно да опруга оптерећена масом  направи осцилација. 

Период осциловања је 

m n

n
tT = , где је број осцилација. Време  се је одређено из 

три директна мерења, 

10=n t

3
321

s
ttt

t
++

= , а апсолутна грешка као максимално одступање 

maxi stt − . Пошто је 
k
mT π2= , из линеарне зависности m

k
T

2
2 4π=  може се 

одредити непозната константа опруге k. Резултати мерења дати су у табели. 
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Са графика , одређује се 
коефицијент правца праве избором 
две неексперименталне тачке, нпр. 

(5.3g; 0.45s

( )mfT =2

A 2) између прве и друге и 
(12.6g; 0.95sB 2) између последње и 

претпоследње експерименталне 
тачке. 
 
 
Коефицијент правца се израчунав 
као: 
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Тражена константа еластичности опруге износи: 
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