
Ñàâåçíà Ðåïóáëèêà Jóãîñëàâèjà

Ìèíèñòàðñòâî ïðîñâåòå è ñïîðòà Ðåïóáëèêå Ñðáèjå

Ìèíèñòàðñòâî ïðîñâjåòå è íàóêå Ðåïóáëèêå Öðíå Ãîðå

Ìèíèñòàðñòâî çà ïðîñâåòó, íàóêó è êóëòóðó Ðåïóáëèêå Ñðïñêå

Äðóøòâî ôèçè÷àðà Jóãîñëàâèjå

37. Ñàâåçíî òàêìè÷å»å èç ôèçèêå ó÷åíèêà

ñðåä»èõ øêîëà

Íîâè Ñàä, 31. ìàj � 2. jóí 2002.

Îïøòà ãðóïà

Òåîðèjñêè çàäàöè

Ïðå íåãî øòî ïî÷íåòå ñà ðåøàâàòå çàäàòêå ïàæ§èâî ïðî÷èòàjòå îâî óïóòñòâî:

• Çàäàöè ñå ðåøàâàjó íà ïàïèðèìà êîjå ñòå çàòåêëè íà ðàäíîì ìåñòó, à êîíà÷íè ðåçóëòàòè

ñå óïèñójó ó Òàáåëå çà îäãîâîðå, êîjå ñòå äîáèëè çàjåäíî ñà îâèì çàäàöèìà.

• Íà Òàáåëå çà îäãîâîðå óïèøèòå ñâîjó øèôðó. Ñâîjå èìå ÍÅ ÑÌÅÒÅ íàïèñàòè íè íà

òàáåëàìà, íè íà ïàïèðèìà.

• Àêî çà íåêè çàäàòàê èìàòå íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ ðåøå»à, ó Òàáåëó çà îäãîâîðå óïèøèòå

îíàj ðåçóëòàò êîjåã ñìàòðàòå òà÷íèì, à íà ïàïèðèìà ïðåöðòàjòå ðåøå»à êîjà ñìàòðàòå

íåòà÷íèì.

• Êàäà çàâðøèòå ñà èçðàäîì çàäàòàêà, ïðåäà£åòå è ïàïèðå íà êîjèìà ðåøàâàòå çàäàòêå è

Òàáåëå çà îäãîâîðå.

• Òåîðèjñêè çàäàöè ðàäå ñå 5 ñàòè.

Çàäàòêå ïðèïðåìèî: Äóøêî Ëàòàñ

Ðåöåíçåíò: äð Âîjà Ðàäîâàíîâè£

Ïðåäñåäíèê êîìèñèjå: äð Ìè£î Ìèòðîâè£



1. ÇÀÄÀÒÀÊ � ×åòèðè íåçàâèñíà ïðîáëåìà

Îâàj çàäàòàê ñàñòîjè ñå îä ÷åòèðè íåçàâèñíà ïðîáëåìà.

à) Êîëî îä ïåò èäåíòè÷íèõ îòïîðíèêà R ïîâåçàíî jå êàî íà ñëèöè. Íà¢èòå åêâèâàëåíòàí

îòïîð èçìå¢ó òà÷àêà A è B. (5 á)

á) Ó öåíòðó Ñóíöà ãóñòèíà ìàòåðèjå èçíîñè ïðèáëèæíî 8.0 · 104 kg/m3, à òåìïåðàòóðà jå îêî

13 · 106 K. Àêî ïðåòïîñòàâèòå äà jå öåíòàð Ñóíöà èäåàëàí ãàñ ñàñòàâ§åí ñàìî îä ïðîòîíà

è åëåêòðîíà, íà¢èòå ïðèòèñàê ãàñà ó öåíòðó Ñóíöà. (5 á)

â) Óã§åíèê 14C ïðîèçâîäè ñå ó àòìîñôåðè óñëåä áîìáàðäîâà»à êîñìè÷êèì çðà÷å»åì. Æèâè

îðãàíèçìè àñèìèëèðàjó ðàäèîàêòèâíè óã§åíèê 14C çàjåäíî ñà íåàêòèâíèì è óãðà¢ójó ãà

ó òêèâà. Ó àòìîñôåðè ïîñòîjè ñòàëàí îäíîñ 14C è îñòàëèõ èçîòîïà óã§åíèêà òàêî äà íà

ñâàêè ãðàì óã§åíèêà äîëàçè àêòèâíîñò 14C îä 10 ðàñïàäà ó ìèíóòè. Ñìð£ó îðãàíèçìà,

àñèìèëàöèjà ïðåñòàjå ïà êîëè÷èíà 14C îïàäà ñà ïåðèîäîì ïîëóðàñïàäà îä 5568 ãîäèíà.

Ìåðå»åì jåäíîã ãðàìà óçîðêà ìóìèjå, äîáèjåíà jå àêòèâíîñò 14C îä 7.64 ðàñïàäà ó ìèíóòè.

Ïðîöåíèòå ñòàðîñò îâîã åãèïàòñêîã ãðîáà. (5 á)

ã) Ó ôèçèöè âèñîêèõ åíåðãèjà èçó÷àâàjó ñå íàåëåêòðèñàíå ÷åñòèöå π-ìåçîíè ñà ìàñîì èçìå-

¢ó ìàñå åëåêòðîíà è ïðîòîíà. Oâå ÷åñòèöå ñó íåñòàáèëíå è âðåìå »èõîâîã ïîëóðàñïàäà ó

ñòà»ó ìèðîâà»à èçíîñè 1.77 · 10−8 s. Îíå íàñòàjó êàäà ñå àêöåëåðàòîðñêà ìåòà áîìáàðäójå

âèñîêîåíåðãåòñêèì ïðîòîíèìà. Óòâð¢åíî jå äà êîëèìèñàíè ñíîï π-ìåçîíà íàïóøòà ìåòó

áðçèíîì v = 0.99 c. Íà êîì ðàñòîjà»ó îä ìåòå £å èíòåíçèòåò ñíîïà ïàñòè íà ïîëîâèíó ñâîã

ïî÷åòíîã èíòåíçèòåòà. (5 á)



2. ÇÀÄÀÒÀÊ � Ðîòàöèjà àôåëà Ìåðêóðà

Ïðâè åêñïåðèìåíòàëíè äîêàç Àjíøòàjíîâå îïøòå òåîðèjå ðåëàòèâíîñòè jå ðîòàöèjà àôåëà Ìåð-

êóðà (àôåë jå ïîëîæàj ïëàíåòå êàäà jå îíà íàjóäà§åíèjà îä Ñóíöà). Çà îâó ïîjàâó çíàëî ñå è ïðå

íåãî øòî jå îòêðèâåíà îïøòà òåîðèjà ðåëàòèâíîñòè. Îä òàäà äàòèðàjó ïîêóøàjè äà ñå ðîòàöèjà

àôåëà îájàñíè ñà ñòàíîâèøòà �óòíîâå òåîðèjå ãðàâèòàöèjå. Íàèìå, è îâà òåîðèjà äîâîäè äî

ïîjàâå ðîòàöèjå àôåëà, àêî ñå Ñóí÷åâ ñèñòåì ìîäåëèðà êàî ñêóï ïëàíåòà óðî»åíèõ ó îáëàê

ðàâíîìåðíî ðàñïîðå¢åíèõ ñëàáî-èíòåðàãójó£èõ ìàñåíèõ ÷åñòèöà. Ó îâîì çàäàòêó áàâè£åìî ñå

îâèì ìîäåëîì.

Ðàçìîòðèòå êðåòà»å Ìåðêóðà ìàñå m ó ãðàâèòàöèîíîì ïî§ó Ñóíöà è îáëàêà. Ìàñó Ñóíöà

îçíà÷è£åìî ñà M , à ãóñòèíó îáëàêà ñà ρ. Îáëàê èìà ìàëó ãóñòèíó, ïà âàæè ρ � M/r3, ãäå jå r

êàðàêòåðèñòè÷íà óäà§åíîñò îä Ñóíöà äî Ìåðêóðà.

à) Íàïèøèòå óêóïíó ñèëó êîjà äåëójå íà Ìåðêóð, çàíåìàðójó£è óòèöàj äðóãèõ ïëàíåòà. (3 á)

á) Äîêàæèòå äà jå ìîìåíò èìïóëñà Ìåðêóðà, ðà÷óíàò ó îäíîñó íà ïîë êîjè ñå íàëàçè ó öåíòðó

Ñóí÷åâîã ñèñòåìà êîíñòàíòà ó òîêó êðåòà»à. (3 á)

Çáîã êîíñòàíòíîñòè ìîìåíòà èìïóëñà ~L, êðåòà»å ñå îäèãðàâà ó ðàâíè, ïà ñå ìîæå îïèñàòè ñà

äâå jåäíà÷èíå. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå Ìåðêóð êðå£å ïî êðóæíîj îðáèòè ïîëóïðå÷íèêà r0 îêî

Ñóíöà.

â) Jåäíà jåäíà÷èíà êðåòà»à jå çàêîí îäðæà»à èíòåíçèòåòà ìîìåíòà èìïóëñà, à äðóãà ñå ìîæå

äîáèòè èç óñëîâà äà ñå Ìåðêóð êðå£å ïî êðóæíèöè ëèíèjñêîì áðçèíîì v0. Èñïèøèòå

jåäíà÷èíå êðåòà»à. (3 á)

ã) Îäðåäèòå óãàîíó ôðåêâåíöèjó ðîòàöèjå Ìåðêóðà êàî ôóíêöèjó ïîëóïðå÷íèêà îðáèòå. (3 á)

Ïðåòïîñòàâèòå äà jå èçâðøåíà ìàëà ïåðòóðáàöèjà ðàäèjàëíå êîîðäèíàòå. Òàäà êðóæíà îðáèòà

ïîñòàjå ïðèáëèæíî åëèïòè÷íà, ÷èjà âåëèêà îñà ðîòèðà.

ä) Äà áèñòå òî ïîêàçàëè, íàjïðå íà¢èòå jåäíà÷èíó çà ðàäèjàëíó êîîðäèíàòó r. Ó îâîj jåäíà-

÷èíè ìîãó ôèãóðèñàòè ñàìî êîîðäèíàòà r è êîíñòàíòå. (3 á)

¢) Ïðåòïîñòàâèòå äà jå èçâðøåíà ìàëà ïåðòóðáàöèjà ðàäèjàëíå êîîðäèíàòå òàêî äà ñå Ìåðêóð

âèøå íå êðå£å ïî êðóæíèöè r = r0 + η (η � r0). Íà¢èòå ôðåêâåíöèjó ìàëèõ ðàäèjàëíèõ

îñöèëàöèjà. (5 á)

å) Ïîøòî ñó ïåðèîäè óãàîíå è ðàäèjàëíå îñöèëàöèjå ðàçëè÷èòè, àôåë ðîòèðà. Èçðà÷óíàjòå

ïåðèîä ðîòàöèjå àôåëà. (5 á)

Ó èçðàäè îâîã çàäàòêà, êîðèñòèòå ñå ñëåäå£îì ïðèáëèæíîì ôîðìóëîì (1 + x)n = 1 + nx, êîjà

âàæè çà ïðîèçâî§íî n è ìàëî x.



3. ÇÀÄÀÒÀÊ � Êðåòà»å åëåêòðè÷íîã äèïîëà ó ìàãíåòíîì ïî§ó

Ó êîíñòàíòíîì è õîìîãåíîì ìàãíåòíîì ïî§ó ~B, òðàíñëàòîðíî è ðîòàöèîíî êðåòà»å ñèñòåìà

íàåëåêòðèñàíèõ ÷åñòèöà ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè. Êàî ïîñëåäèöà òîãà, çàêîíè îäðæà»à èìïóëñà

è êîìïîíåíòå ìîìåíòà èìïóëñà ó ïðàâöó ìàãíåòíîã ïî§à ~B ñó ïðîìå»åíè. Îâî £åìî èëóñòðî-

âàòè íà ïðèìåðó êðåòà»à åëåêòðè÷íîã äèïîëà, êîjè ñå ñàñòîjè îä äâå ÷åñòèöå, jåäíàêèõ ìàñà m

è ñóïðîòíèõ íàåëåêòðèñà»à q è −q (óçå£åìî äà jå q > 0). Îâå äâå ÷åñòèöå ñó ïîâåçàíå êðóòèì

øòàïîì äóæèíå l, çàíåìàð§èâå ìàñå. Íåêà jå ~r1 âåêòîð ïîëîæàjà ÷åñòèöå íàåëåêòðèñà»à q, ~r2

jå âåêòîð ïîëîæàjà äðóãå ÷åñòèöå, à ~l = ~r1 − ~r2. Îçíà÷èìî ñà ~rCM è ~vCM âåêòîðå ïîëîæàjà è

áðçèíå öåíòðà ìàñå äèïîëà ðåñïåêòèâíî, à ñà ~ω óãàîíó áðçèíó ðîòàöèjå îêî öåíòðà ìàñå äèïîëà.

Jåäíîñòàâíîñòè ðàäè, óçå£åìî äà jå óãàîíà áðçèíà îðòîãîíàëíà íà ïðàâàö äèïîëà, ~ω ⊥ ~l.

à) Íàïèøèòå jåäíà÷èíå êðåòà»à öåíòðà ìàñå äèïîëà è ðîòàöèjå îêî öåíòðà ìàñå, ðà÷óíàjó£è

óêóïíó ñèëó íà öåíòàð ìàñå è óêóïàí ìîìåíò ñèëå êîjè äåëójå íà äèïîë. (4 á)

á) Èç jåäíà÷èíå êðåòà»à öåíòðà ìàñå, íà¢èòå âåêòîðñêó âåëè÷èíó, êîjà ñå íå ìå»à òîêîì

êðåòà»à. Îäðæàíó âåëè÷èíó, êîjó £åìî íàçâàòè ãåíåðàëèñàíè èìïóëñ, îçíà÷èòå ñà ~P .

Íà¢èòå êèíåòè÷êó åíåðãèjó äèïîëà, èçðàçèòå jå ó ôóíêöèjè îä ~vCM è ~ω è ïîêàæèòå äà jå

è îíà î÷óâàíà. (4 á)

â) Ìîìåíò èìïóëñà ó îäíîñó íà ëàáîðàòîðèjñêè ñèñòåì ñå ñàñòîjè îä äâà äåëà: jåäàí äåî

ïîòè÷å îä êðåòà»à öåíòðà ìàñå, à äðóãè jå îäðå¢åí ðîòàöèjîì îêî öåíòðà ìàñå. Ïîìî£ó

jåäíà÷èíà êîjå ñòå íàøëè ó ïðåòõîäíèì äåëîâèìà çàäàòàêà, ïîêàæèòå äà jå:

J = (~rCM × ~P + I~ω) · ~B,

î÷óâàíà âåëè÷èíà. (5 á)

Íåêà jå êîîðäèíàòíè ñèñòåì èçàáðàí òàêî äà jå ìàãíåòíî ïî§å óñìåðåíî äóæ z-îñå. Ïðåòïîñòà-

âèòå äà ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó öåíòàð ìàñå äèïîëà ìèðójå ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó, âåêòîð ~l jå

óñìåðåí ó ïîçèòèâíîì ñìåðó x-îñå, à ïî÷åòíà óãàîíà áðçèíà ðîòàöèjå äèïîëà je ~ω(t = 0) = ω0~ez.

ã) Àêî jå èíòåíçèòåò ïî÷åòíå óãàîíå áðçèíå ω0 ìà»è îä êðèòè÷íå âðåäíîñòè ωc äèïîë íå£å

âðøèòè ïóíå ðîòàöèjå îêî öåíòðà ìàñå. Íà¢èòå ωc. (5 á)

ä) Çà ïðîèçâî§íî ω0 > 0, îäðåäèòå ìàêñèìàëíó óäà§åíîñò öåíòðà ìàñå äèïîëà dm îä ðàâíè

x = 0. (7 á)

Ïðèëèêîì èçðàäå îâîã çàäàòêà, ìîæåòå êîðèñòèòè ñëåäå£å èäåíòèòåòå êîjè âàæå çà ïðîèçâî§íå

âåêòîðå ~a, ~b è ~c:

(~a×~b)x = (~a)y(~b)z − (~a)z(~b)y ~a×~b = −~b× ~a

(~a×~b)y = (~a)z(~b)x − (~a)x(~b)z (~a×~b) · ~c = ~a · (~b× ~c)

(~a×~b)z = (~a)x(~b)y − (~a)y(~b)x ~a× (~b× ~c) = (~a · ~c) ·~b− (~a ·~b) · ~c
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l = vt = 37.3m.

X�Y
RAB =

5

8
R

q	Y
p =

2ρkT

mp
= 1.79 · 1016 Pa

c�Y
t = T1/2 log2

A0
s

As(t)
= 2162 god

m�Y
l = vt = 37.3m

�,;�=)?A@2?�B)?�CEDG fT4J4P<¡,K�¢sP#PN£�HiV�P�¤[H4L�¥i¦	L�P
X�Y�§9X{u,_.X�efa7\<g�¨�a7v�^�g�v'o�ai_fg�`b©�m�v�X�c<d�\4X�}�df]4e.X9h7d,_.X
^,]7`3ª�uf]4\<d�kf©G]�o�ofc	X�dfj7c�]4v.X y ~�g�e�}�X«d�]<q�_.X�^�X,�¬ v�X�c<d�\<X�}�df]4e�X�h7d,_.X�~�g�e�}�X�`ba

~Fs = −G
mM

r2
~er,

m�o�a�`ba G ­ g�\<ef]4c	X�m�v�X�c<d�\<X�}�df]4e�X�^,]4efh7\4X�e�\<X,� rv�X4h7\�]7`3X���a�]�o�~�g�e�}�X�o�]G¨�a7v�^�g�v.X,��X ~er = ~r/r �~�ofv�g�m�a�h7\<v�X�efa9m�v�X�c<d�\4X�}�df]4e�X�h7d,_.X']<q�_.X�^,X�`sa

~Fo = −G
mMo(r)

r2
~er,

m�o�a#`ba Mo(r) = 4

3
πr3ρ w>X4h�X&]<q�_.X�^,X&h�XNofv�®'X�e�XgEh��9a7v�dEuf]�_fg�u�vfa7k�e�d�^�X r �I\<X�^�]
o.X�e�X
¨�a7v�^�g�vo�ai_fg�`ba9h7d,_.X

~F = −Gm

(

M

r2
+

4

3
πrρ

)

~er.

q	Y�¨�]<w�a7e�\�dfwAu�gN_�h�X'¨�a7v�^�g�v�X{`ba
~L = ~r × ~p.

z{vf]<w�a7e�X�w�]<w�a7e�\4X'dfwAu�gN_�h�X#g�\�]4^�g�^�vfa7\<X��9X{`ba
¯ ~L¯

t
=

¯
~r¯
t
× ~p + ~r ×

¯
~p¯
t

= ~v × ~p + ~r × ~F

= ~0,

`ba7v|`ba2c�a7^�\�]4vfh7^�d�u�vf]4d�j�c�]�o�^�]�_fd�efa�X�v�e�d,°�c�a7^�\�]��
v�X�e�gN_.X,�|Z|X�^�_�a<�±w�]<w�a7e�\
dfwAu�gN_�h�X[`ba#d�e�\�a7m�v�XN_
^�vfa7\<X��9X,�>d�j�kfa7m�XGjNX�^,²�g�k�g�`ba�w�]Go.X�h�a�^�vfa7\<X���a
¨�a7v�^�g�v�X']�o�c<d<`3X[g�v�X�c<e�d
ef]4vfw>XN_fef]7`�e�X ~L �



c�Y�³�]<w�a7e�\[dfwAu�gN_�h�X[¨�a7v�^�g�v�X9e�X9^�v�g�®'ef]7`�]4vfq4d�\<d
`ba

L = mv0r0,X{\�]2`ba2g�`baiofef]�d|`baiofe�X�k�d�e�X�^�vfa7\<X��9X,��´{j�g	hi_�]4c	X
o.XEh�aG¨�a7v�^�g�v�^�vfa7�faGuf]E^�v�g�®'e�d�}�d±�µo�]<q4d<`3X4w�]
ofv�g�m�g[`baiofe�X�k�d�e�g

v2
0

r0

= G

(

M

r2
0

+
4

3
πρr0

)

.

m�Y���m7X4]4e�X'��vfa7^�c�a7e�}�d<`3X#vf]4\4X�}�d<`ba9¨«aivf^�g�v�X�`ba

ωo =
v0

r0

=

(

GM

r3
0

+
4

3
πGρ

)1/2

.

o)Y�¶�aiofe�X�k�d�e�X�^�vfa7\4X��9XGjNX
v�XNofd<`3XN_fe�g�^�]<]4v	ofd�e�X�\<g
r `ba

r̈ =
L2

m2r3
−

GM

r2
−

4

3
πGρr.

xfY��9XNo.X9h�a2d�j�c<v��[d�w>XN_.X�ufa7v�\<g�vfq�X�}�d<`3X9^,]<]4v,ofd�e�XN�
\�a<�,m�]4v��9X{`baiofe�X�k�d�e�X'h�a9h7c�]�ofd
e�X

η̈ =
L2

m2(r0 + η)3
−

GM

(r0 + η)2
−

4

3
πGρ(r0 + η).

§9X�^�]4e�v�X�j�c<d<`3X��9X&uf]<hi_�aiof��a'`baiofe�X�k�d�efa�uf]Ew>XN�
_�]<w�u�X�v�X4w�a7\<v�g η/r0

��o�]<q4d<`3X'h�a

η̈ = −

(

3L2

m2r4
0

−
2GM

r3
0

+
4

3
πGρ

)

η.

· _fdfwAd�e�X�}�d<`b]<w L2 d�j9uf]<hi_�aiof��a�`baiofe�X�k�dfefa<�f]4e�X
uf]<h7\4Xi`ba

η̈ = −

(

GM

r3
0

+
16

3
πGρ

)

η.

¸ c�]#`ba{`baiofe�X�k�d�e�X�_fd�efa�X�v�ef]4m�°,X�vfw�]4e�d<`bh7^�]4m�]<hi�
}�d,_.X�\�]4v�X,�fu�X#jNX�^,²�g�k�g�`ba�w�]'o.X'h�a9w>XN_.X'ufa7v�\<g�v,�
q�X�}�d<`3X#w�a7�9X[°,X�vfw�]4e�d<`bh7^�d±�fh�X'��vfa7^�c�a7e�}�d<`b]<w

ωr =

(

GM

r3
0

+
16

3
πGρ

)1/2

.

aNY
¹|vfa7^�c�a7e�}�d<`3X�]4vfq4d�\4XN_fe�d,°�]<h7}�d,_.X�}�d<`3X�¨�a7v�^�g�v�X
`ba«w>X��9X�]�o���vfa7^�c�a7e�}�d<`ba&v�XNofd<`3XN_fe�d,°t]<h7}�d,_.XN�
}�d<`3X ωo < ωr

���[\�]ºj�e�X�k�d»o.Xºh�a�jNX¼c<vfa�w�a
`baiofefa�v�XNofd<`3XN_fefa2]<h7}�d,_.X�}�d<`ba Tr

efa�d�j�c<v��[d'u�g�e�X
g�m7X4]4e�X
]<h7}�d,_.X�}�d<`3X,��§9X�dfw�a<�"jNX�\�]�c<vfa�w�a<�"g�m7X4]
^�]7`ba7m|]4u�d��#a�¨�a7v�^�g�v
d�j�ef]<h7d

2π − δ = Trωo,

\4X�^,]9o.X[X4�9ai_�vf]4\<d�v�X,����m7X4]4e�X[q4v�j�d�e�X|vf]4\4X�}fd<`ba
X4�9ai_.X�`ba

ωa =
δ

Tr
=

2π

Tr
−

2π − δ

Tr

= ωr − ωo

=

√

GM

r3
0

+
16

3
πGρ −

√

GM

r3
0

+
4

3
πGρ

≈ 2πρ

√

r3
0
G

M
,

u�X{`ba{ufa7v�df]�o«]<h7}�d,_�]4c	X��9X�X4�9ai_.X

Ta =
1

ρ

√

M

r3
0
G

.

X�Y
~F = −Gm

(

M

r2
+

4

3
πrρ

)

~er

c�Y

L = mv0r0;
v2
0

r0

= G

(

M

r2
0

+
4

3
πρr0

)

m�Y
ωo =

(

GM

r3
0

+
4

3
πGρ

)1/2

o)Y
r̈ =

L2

m2r3
−

GM

r2
−

4

3
πGρr

xfY
ωr =

(

GM

r3
0

+
16

3
πGρ

)1/2

aNY
Ta =

1

ρ

√

M

r3
0
G

½,;�=)?A@2?�B)?�CEDGC>LNH7J4P�¾�H9HiV,H4¥7J	L�K�¿�MNT,À�Á�K�SNT�V�P9¦
WIP�À�MNH7J	MNT,W�SNT�Â�¦

X�Y���^�g�u�e�X'h7d,_.X#^�]7`3X[o�ai_fg�`ba{e�X|ofd�uf]�_�`ba
~F = ~F1 + ~F2

= q~v1 × ~B + (−q)~v2 × ~B

= q(~v1 − ~v2) × ~B,

= q~̇l × ~B,

u�X{`ba

M~̇vCM = q~̇l × ~B, (M = 2m).

¸ c4o�aI`ba�h�X�\<X�k�^,]<w�]4j�e�X�kfa7ef]2ofdf�9a7vfa7e�}�d�v�X���a�uf]
c<vfa�w�a7e�g	�"¨�]<w�a7e�\�h7d,_�a�^�]7`sd�o�]4c�]�ofd9o�]�vf]4\4X�}�d<`ba
]4^,]'}fa7e�\<v�X'w>X4h�a�`ba

I~̇ω = ~M1 + ~M2

=
~l

2
× (q~v1 × ~B) +

−~l

2
× (−q~v2 × ~B)

= q~l ×
(~v1 + ~v2)

2
× ~B,

= q~l × (~vCM × ~B),

m�o�aµ`ba I = 1

2
ml2 �



q	Y�´{j>`baiofe�X�k�d�efa2^�vfa7\<X��9X{}�aief\<v�X�w>X4h�a�hi_�aiofd�o.Xµ`ba
m�a7efa7v�XN_fdfh�X�e�dGdfwAu�gN_�h

~̇P = 0 ;
~P = M~vCM − q~l × ~B.

��X�^�]4el]�ofv	®'X��9X�a7efa7v�m�d<`ba�h�a�o�]<q4d<`3XE^�]4v�d��[�fai�
��a�w
`baiofe�X�k�d�e�X9^,]7`ba�h7g�]�ofvfa7x,a7efa�g#o�ai_fg�X�Y>]4c�]4m
jNXNo.X�\<^,X,��§9X�dfw�a<�fa7efa7v�m�d<`3X

E =
1

2
M~v2

CM +
1

2
I~ω2,

`ba{^�]4efh7\<X�e�\4X'g�\�]4^�g�^�vfa7\<X��9X{`ba7v'`ba
Ė = M~̇vCM · ~vCM + I~̇ω · ~ω

= q(~̇l × ~B) · ~vCM + q[~l × (~vCM × ~B)] · ~ω.

z�]<w�]4��g�d,o�a7e�\<d�\�a7\<X�c�a7^�\�]4vfh7^,a
X�e�XN_fd�j�a�d«`baio��
e�X�^�]<h7\<d ~̇l = ~ω × ~l uf]4^�X�j�g�`ba�h�a#o.X#`ba#uf]<hi_�aiof�{dd�j�v�X�j9e�gN_.X,�

c�Y��{vfa7e�dfw�]�]�o
¯
¯
t
[(~rCM × ~P ) · ~B] = (~vCM × ~P ) · ~B

= −q[~vCM × (~l × ~B)] · ~B

= q[(~l × ~B) × ~vCM ] · ~B

= q(~l × ~B) · (~vCM × ~B)

= q~l · [ ~B × (~vCM × ~B)]

= −q~l · [(~vCM × ~B) × ~B]

= −q[~l × (~vCM × ~B)] · ~B

= −I~̇ω · ~B,

\4X�^,]#o.X�`ba�]4k�g�c	X�e�X#c�ai_fd�k�d�e�X
J = (~rCM × ~P + I~ω) · ~B.

m�Y�§�a7^,X�`ba ϕ(t) g�m7X4]�^�]7`ba7m9�[\<X�u
jNX�^,_.X�u�X�h�X#uf]4j�d,�\<d�c<e�dfw�u�v�X�c<}fa�w x ��]<h�a<� ¸ e,o.X{`ba
~l = l(cos ϕ(t)~ex + sin ϕ(t)~ey),

u�X�`ba{m�a7efa7v�XN_fdfh�X�e�d�dfwAu�gN_�h
~P = M~vCM − qlB(sin ϕ(t)~ex − cos ϕ(t)~ey).

z�]�g�hi_�]4c<gtjNXNo.X�\<^�X,�9gluf]4kfa7\<ef]<w»\<vfa7e�g�\<^�g�`ba
~vCM = 0 d ϕ = 0 \<X�^�]«o.X�`ba ~P = qlB~ey

��u�X
h7g�^�]<wAuf]4efa7e�\�a|q4v�j�d�efa9}fa7e�\<v�X'w>X4h�a

ẋCM =
qlB

M
sin ϕ, ẏCM =

qlB

M
(1 − cos ϕ).

´{j�jNX�^,]4e�X']�ofv	®'X��9X'a7efa7v�m�d<`ba�dfw>X4w�]
1

2
Iϕ̇2 +

(qlB)2

M
(1 − cos ϕ) =

1

2
Iω2

0,

d,_fd�e�X�^,]4e
efa7j�e�X�\<ef]4m[h7vfa7x�d�c	X��9X

ϕ̇2 +
1

2
ω2

c (1 − cos ϕ) = ω2

0,

m�o�a�`ba ωc = 2qB/m �|Ã�^�]�h�a|ofd�u�]�_&efa7u�vfa�h7\<X�ef]vf]4\<d�v�X{]4^,]�}fa7e�\<v�X�w>X4h�a<�<��a7m�]4c	X�g�m�X4]4e�X�q4v�j�d�e�X
efa9h�w�a�uf]<h7\4X�\<dGe�gN_.X,�,d�j9kfa7m7X'h�a{o�]<q4d<`3X[g	hi_�]4c

ω2

0 > ω2

c ; |ω0| > ωc =
2qB

m
.

o�Y�´{j9jNX�^�]4e�X�]�ofv�®#X��9X'c�ai_fd�k�d�efa J �,dfw>X4w�]
J = (xCMP + Iω)B,

m�o�a#`ba P d�e�\�a7e�j�d�\�a7\�c�a7^�\�]4v�X ~P ���»\<vfa7e�g�\<^�g
t = 0 �,dfw>X4w�] J = Iω0B

\�a�`ba
xCMP + Iω = Iω0.

´{jpjNX�^�]4e�Xº]�ofv	®'X��9Xºa7efa7v�m�d<`ba�c<d,ofdfw�]¼o.Xl`ba
ω2

0 ≥ ω2 �9\�aG`ba xCM ≥ 0 ��Ä"X�^,]4x,a<�|c<d,ofdfw�]
o.X xCM

o�]<h7\<d�®#aÅw>X�^,h7dfwAg,w dm
^,XNo.X¼`ba ωwAd�e�dfw>XN_fef]��

�9XNo.X|`sa ω0 < ωc
�.wAd�e�dfw>XN_fe�X�c<vfaiofef]<h7\�]�o ω `ba

−ω0
u�X{`ba

dm =
2I

P
ω0 =

mω0

qB
l, ω0 < ωc.

��X ω0 > ωc
�	wAd�e�dfwAg,wE]�o ω `ba

√

ω2
0
− ω2

c
d�j2kfa7m7X

hi_�aiofd

dm =
I

P

(

ω0 −
√

ω2
0
− ω2

c

)

=
m

2qB

(

ω0 −
√

ω2
0
− ω2

c

)

l, ω0 > ωc.

�»hi_fg�k�Xi`sg ω0 = ωc
dfw>X4w�] ω2 = ω2

c cos2(ϕ/2) �\�a�`ba
wAd�e�dfw>XN_fe�] ω = 0 ��]�ofef]<h7ef]�w>X�^�dfw>XN_fef]v�X4h7\�]7`3X���a9]�o yz �Æv�X�c<e�d
d�j�ef]<h7d

dm =
I

P
ω0 =

mω0

2qB
l, ω0 = ωc.

X�Y

2m~̇vCM = q~̇l × ~B;
1

2
ml2~̇ω = q~l × (~vCM × ~B)

q	Y

~P = M~vCM − q~l × ~B; E =
1

2
M~v2

CM +
1

2
I~ω2

m�Y
ωc =

2qB

m

o)Y

dm =



















mω0

qB l, ω0 < ωc

m
2qB

(

ω0 −
√

ω2
0
− ω2

c

)

l, ω0 > ωc

mω0

2qB l, ω0 = ωc


