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Badamax 1: Boje 20ayb06a u senmuposa (10 noena)

Boje mHOrHX JNenTHPOBa M NTHIA Cy TOCTeINIa ederara nHTepdepenije u Judpakiyje CBeTJIOCTH Ha, CTPYKTYpaMa
KOje ce HaJIa3e Ha muxoBoj moBpimuHu. Kao mocienuma tux edekara, pedIeKTOBAHA, CBETIOCT HEKE TAJIACHE IY’KUHE je
3HATHO WHTEH3WBHU]a, [1a TOCMATPad BUIX O0jy KOja OAroBapa TOj TAJIACHO] AyKWHHU. Y OBOM 33/IaTKy MOXKETe CMaTPaTH
J1a je omcer tajacHux ay)uHa Buaibuse cBersoctu ox 400 mo 700 nm, npu yemy spybmuactoj 6oju omxrosapa ormcer oz 400
1o 450 nm, mraBoj ox 450 mo 510 nm, 3emenoj ox 510 10 560 nm, xKyToj ox 560 m0 620 nm u npBenoj ox 620 mo 700 nm.

(a) (2 moena) BeposarHo cre Hekas NpUMETHIU Ja Bpar roiayba caapku objacTu 3esieHe u jpybudacre 6oje, a ako
HHUCTE TO MOXKeTe Buzerd Ha ciauim 1(a). Y Toj obiacru roay6 Ha MOBPIIMHE TeJa MMa BEOMA TAHKE JbYCIIUIE KOje
Cce MOT'y MOIEJOBATH IJIAHIAPAJIETHOM Mio4uoM aebspure d = 650 nm u mHIeKca npemamama n = 1,50 mpukas3a-
HOM Ha cuiy 1(6). PasMoTpuT paBaHCKH MOHOXPOMATCKU €IEKTPOMATHETCKH TAJIAC KOJU jé YCMEPEH HOPMAJIHO
HA TIOBPINWHY JbycnuIe. 33 KOje BPEIHOCTH TajacHe nys:kuue hie mohm M0 KOHCTpYKTHBHE WHTEpdEpEHIje 3paKa
pedaekToBaHOr 01 FOPEHE TIOBPIIIHE JBYCIHUIE U 3paKa PedIeKTOBAHOT O I0Hhe MTOBPIIUHE JhyCIUIE MPUKA3AHUX HA
ciunm 1(6)7 Kopucrehiu nobujeru pe3ysirar MpOKOMEHTAPUCATH 3AIITO BUAUMO 3ej1eHy U Jbybudacty 60jy Ha Bpary
romyba.

(©)

Cnuka 1: (a) Tony0; (6) memarcku puKa3 3paka pedIeKTOBAHOT O/ TOPHHE TIOBPIIHUHE JHYCIHUIE U 3paKa pedICKTOBAHOT
OJ1 JTIOTh€e TIOBPINTHHE JHYCITHIIE.

Jeman ox HajupoyuaBanujux Jsientuposa je Mopdo Jientup, npukasaHn xa caunu 2(a). Jbycnuue Ha Kpuiamma OBOr
JIETITUPA CAJPIKE CIOKEHE CTPYKType Tpukazane Ha caunu 2(6) koje momcehajy Ha moswmie ca KmUrama y OuOJIHOTend.
IMocneaunia TakBe CTPYKType JbYCIUIA je Ia KaJ Ce KPWUIa MOCMaTpajy HOPMAJHO Ha MOBPINUHY BUANW Ce IMJIaBa 060ja
[cimka 2(B)], a Kax ce mocMaTpajy mox yrioM of, oko 45°, Bumn ce jbybnuacta 60ja [canka 2(r)].
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Cauka 2: (a) Mopdo Jsentup; (6) crpykrypa spycnuna mMopdo senrupa; (B) U3rien Kpuia IMOCMATPAHUX HOPMAJHO HA
BUXOBY NOBpIIUHY; () U3IJIe] KPUa MOCMATPAHUX MOJ YIJIOM O OKO 45°.

(6) (2 moena) Y oBom zeny 3amaTKa ieMo alpOKCUMUPATH CIOXKEHY CTPYKTYDPY JbYCIHIE JIENTUPA TTEPHOINTHIM HH30M
cI0jeBa MaTepujasIa MHIEKCA mperaMama n1 = 1,53 u Ba3ayxa, npuka3anumM Ha ciaunu 3. [ledpuna cimoja marepujasta
je di = 65,0 nm, a nebmpuHa cmoja Bazayxa je do = 130 nm. Pa3zmorpurn paBaHCKM MOHOXPOMATCKH €IEKTPOMAr-
HETCKM TAJaC KOJU je yCMepeH HOPMAJTHO Ha TOBPIINUHY JBYCHOHUIE. 3a KOjeé BPEIHOCTH TajacHe Ay:KuHe he pohu
JI0 KOHCTPYKTHBHE WHTepdepeHImje Tagaca pedJIeKTOBAHOT O/ TOPHhe MOBPIITUHE MPBOT CJI0ja MATEPHjaJia U TOPHE
MOBPIIIUHE IPYTOT CJI0ja MaTepujasa, npukasanux ua ciaunu 37 Kopucrehu nobujenn pesynrar mpoOKOMEHTAPUCATH
3aITO BUIUMO [1a je JIenTup miaase 00je Kaj ce oCMaTPa HOPMAJIHO HA MOBPIIMUHY JbYCITHUIIE.
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Cnuika 3: Mozes Jbycrulie mo KOMe e OHa CACTOju

OJl IEPUOJMYHOr HHU3A CJIOjeBa Marepujana WH- Cruka 4: CrioxeHuju MOIES JbyCINIIE.
JIEKCA TIPeTaMarba 1] | Ba3IyXa.

(8) (4,5 moena) ako mozen pazmarpan y geiy moj (6) MoxKe Ja 06jacHU 3aIITO je JenTup iase 60je Kaj ce HoCMarpa
HOPMAJIHO Ha IMOBPIIMUHY KPHJIa, TAKaB MOJET HE MOXKE Yy IMOTIIYHOCTH 73 00jacHHu edeKkTe mpoMere Doje ca IPOMEHOM
yria nocmarpamma. Hagame heMo pasMOTpuTy CIOKEHUjU MOZE /by CIIHIE JIENTHPA, TIPUKA3AH Ha, CJIUIM 4, [0 KOME Ce
JbYCITHIIA, CACTOJU O HU3A TAHKUX TAPAJIETHUX IJIOYUIA MupuHe a. Pacrojame u3mehy cycemunx mmounna je d. Bpoj
mrounna je M. Ilpema jbycnnnm je ycMepeH paBaHCKH MOHOXPOMATCKH €TEKTPOMATHETCKH TAIAC TATACHe TyKIHE Ag
HOPMAJIHO HA IbeHY MOBPIIMUHY, BUAETH UKy 4. Jly:KuHa II0YnIe y IpaBIly HOPMAJIHOM Ha PABAH CIUKe 4 je 3HATHO
Beha o1 a, d u A\g. CMaTparu j1a ce HHTEH3UTeT CBETJIOCTH IPH MPOJACKY KPO3 jeIHy MIOYHUILY Meha 3aHEeMapIbUBO,
Tj. 12 je KoedumjeHT TpaHCMUCHje KPOo3 MIounIly O/m3ak jenuauny u MaOro Behm on koedunujenara pediiekcuje
U ancopriyje. YIa/beHu TOCMATPAY YhjU je TMOJI0XKA] TaKaB /13 je yrao u3mely mpasna ymagHor u pedIieKTOBaHOT
ranaca 6 mepu naTensurer rajaca I (0) = cof(0), vae je co kKoHcranTa, a f(0) je dyHKIMja Koja y cebu campKu u
KOHCTaHTE @, d, A\g u M, uuje Tunuune BpegHocTu cy nare y aeiy 3agarka (r). Ouapenuru byuxujy f(6).

(r) (1,5 moena) ITapamerpu crpykrype cy a = 300 nm, d = 235 nm, M = 9. Ckunnparn rpaduke 3aBucnocrn f(6)
3a Ao = 480 nm u A9 = 410 nm (y mormynoctu he GuTH MPU3HATO pelieme y KoMe ce OBa (hDyHKIMja U3paIyHa, 34
HEKOJIMKO PEIPEe3eHTaTuBHUX BpeaHocTu 6 u Ha ocHoBy Tora ckunupa rpaduk). Kopucrehiu te rpaduke npokomen-
TAPUCATH 3AITO Ce BUIHU TIaBa 60ja KaJl, ce KPUIO JEenTUpa IMOCMaTPa HOPMATHO Ha MOBPIIHHY, a 3aIlITO JByOUIacTa
KaJ| ce TTOCMATpa MO, YTJIOM OJT OKO 45°.

MareMaTUYIKN MOACETHUK
[IpunukoMm permaBama 33JaTKa MOTY BaM OHTH KOPHCHE HeKe of ciaemehnx dpopmyma:

sin (N+1)ﬁ
N
ZCOS a+if) = —=— (a—i——B)
sin 5 2
(N+1)ﬂ
N
Zsm a+if) = ﬁ sin<a+—ﬂ).
sin & 2

2
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3adamax 2: Xoaos xoepuyujernm noaynposodnuxra (10 noena)

V oBom 3amarky momohin fiemo masoj Paan ma Teopujcku npeaBuay pe3ysiTare Mepema XOJTOBOT KOSMHUITHjEHTA IUCTOT
CUJIMIIM]YMCKOT TTOJIYITPOBOIHMKA Ha, cobHoj Temmeparypu. IIpBo fiemo ce momcernTn ocHoBa (bu3nKe MOJIYMTPOBOAHUKA
U OIKCATU PACIOJETY EJIeKTPOHA W INyIJbMHA y OBUM Marepujasmma. Ilorom hemo yBecTw KOHIENT TyCTHHE CTabHa
U TPUMEHUTH Ta HA CUJIUIHUjyMCKHU MOJIYIPOBOMHUK. T€K OHJA CMO CIPEMHHU [1a PA3MOTPUMO ILJIOUHUILY CHIUIHjyMa Y
MarHeTHOM TIOJBY, Ka0 PEATNCTHIAH W MepJbUB MpuMep XosoBor edeKkTa — Hallle TaBHe TeMe.

[TosrynpoBoAHUK je MaTepujaJl KO, KOjer cy BajleHTHa U MPOBOIHAa 30Ha OJIBOjeHe eHeprujckuM npotenom B, = Eo—Ey,
rie je Fo Hajum:ka eHepruja mpoBOAHe 30He, a Fy HajBUINa eHeprHja BaJeHTHE 30He. JeTHOCTABHOCTH PAIN Y3MUMO Ja
je By = 0. Ha temmeparypu amcoyiyTHe HyJie CBH €JIEKTPOHU Ce HAjIa3e y BaJEHTHO] 30HW W MaTePHUjaj je h30aTop.
[Tpumukom nmoBehaBama Temeparype A0Ja3u A0 MPelacka HEKUX €eKTPOHA M3 BAJEHTHE y MPOBOJHY 30HY U MATEPUjas
mocraje mpoBoauuK. [Ipera3ak enekrpoHa w3 crama BajeHTHE 30He ca eHeprujoM F, < 0 y mTpOBOAHY 30HY OCTaB/bA
HIyIJBUHY Y BAJIEHTHO] 30HU KOja, Ce TPETHPA KAa0 YECTHUIa HaeleKTpucama (+e > 0) cynpornor ox esekrpona (—e < 0) ca
emeprujom E, = —E,, > 0. Enepruje mrynspuna (koje mocToje caMo y BAJIEHTHO] 30HH) Cy HEHETATHBHE CA CMEPOM IOPACTA
enepruja on E = Ey = 0 (Bpx BasienTHe 30H€e) 10 E = 400 (1yGOKO y BAJEHTHOj 30HU), JOK Cy €HEPrHUje eJIEKTPOHA Y
OpOBOAHOj 30HM 1103uTHBHO pactyhe ox £ = E¢ (auo nposoaue 3oue) 10 E = +oo (Bpx nposozse 30ue). Bugeru ciauky
5(a). PazmarpateM 1IylbMHA Y MOTIYHOCTH je y3eT y 063up edeKaT CBUX eJIeKTPOHA U3 BAJEHTHE 30He, TAKO /1A je 3a OIuC
eJeKTPUYIHUX OCOOMHA MaTepHjajia JOBOJFHO PA3MATPATH €JIeKTPOHe M3 MPOBOJHE ¥ IMIYI/bUHE U3 BAJEHTHE 30He. Y OBOj
CTIVIIM ce TTyTUbUHe eHepruja > 0 MOTY y 1EI0CTH pa3MaTpaT Kao CI000He YeCTHIle, 0K Ce CBU €JIeKTPOHH HaIa3e y
KOHCTAHTHOM e(DEeKTUBHOM MOTEHIIMjAJy KPUCTAJIHE perneTke enepruje Eo, na cy muxose enepruje F > Fo. Enekrpone
U IIyIJbUHE y IOJIyIPOBOJHUKY MOXKEMO MojenoBaTy HemHTeparyjyhium depmuonckum decrunama civua 1/2 u mace my,
3a eleKTPOHe, Tj. M, 3a MIyI/bHHEe, Y TPOAWMEH3MOHATHO] MOTeHIHjaTHOj jaMn o0MMKa KBaJpa BeluKe 3ampeMure V,
TaKBOj 13 je MOTEHINjAIHA eHepruja yHyTap jame jeqHaka 0 3a mymbune u Fo 3a eeKTpoHe, a OECKOHAYHA je BaH IhHe.
Yecrurne he ce y oBoj jamu pacnopehuaru mo mHuBouma emepruja FE. CBaku HHUBO MPENCTaB/ba OPOUTATHO CTAHE KOje
OMHUCYjeMO jeUHCTBEHOM ypeljeHoM TpojroM TasmacHux 6pojesa (ky, ky, k.), IHjy YKYIHYy KBAHTOBAHY €HEPIH]y HATA3UMO
Kao 30Up eHepruja KBAHTOBAHUX JIy?K CBAKOT MPABIA TOHAOCOD, a 03BOJHEHE BPEIHOCTH TAJIACHOT OpOja 3a m1aTh mpaBail
HAJIA3UMO HE3aBUCHO O] /IBA MPEeOocTasa mpasia. 110 KBAHTOBAHOM €HEPIHjOM MOAPA3YMEBAMO PA3JIUKY €Hepruje HeKOT
CTakha YeCTUIE U KOHCTAHTHE MOTEHIN]aTHE eHEePTHje YHYTap jame.

(a) (6) ()

TOOA | k
Lé) | | A
A ¢ (V)
& e \ N
E=Ec 4
») P )
E—o! i Akg Aky Ak B
®
o
A v
53 b ky /Y/Y//
foo¥ | Lk AN IRl I

Cnuka 5: (a) Bamenrna 3oua (V') u nposoaua 3oua (C') y TOIyIPOBOIHUKY Y KOjeM je IIyIbUHA (+) HACTAJIA eKCIUTAINjOM
emekTpora (—). (6) Jemmo opburanmo crame 3ampemune Ak;Ak,Ak, ymyrap ocmuue cdepre jbycke nebmune dk u
pagujyca k. (B) Heo Si mnouune nebpube d y MarHETHOM MOJbY B KpO3 KOjy Tede cTpyja jaumue I, ca maeasHUM
BOJITMETPOM V KOjU MepH TPAHCBEP3aJTHU HATIOH.

ZKenumo na oppenumo rycruny cratba D(FE) oBux dectuia y 3aBucHocTH o ibuxose enepruje E. D(E) je nedbunucano

1dN . ;
kao D(E) = VB’ rze dN npezcrasba 6poj cBux (OpOUTATHUX U CIIUHCKUX ) CTaha YeCTUIIE Y YCKOM HHTEPBAJLy €HEPrHja,
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(E,E + dE), a V je 3anpemuna jame. I'ycruHy crama OBaKBOI CUCTEMA HYECTUIA MOXKEMO OAPEJUTH NpeOpojaBarbeM
OpOMTAHWX CTama y MPBOM OKTaHTy k-mpoctopa, dokycnpajyhm ce ma crama ca k, > 0, k, > 0, k., > 0. Bumern
cinky 5(6) Ha K0joj y pBOM OKTaHTy mocMarpamo 1/8 ranke cdepre jbycke mosynpednnka k w nebmpuHe dk, mpnu demy
je k < \/k2+ k2 +kZ < k + dk. OpGuramma crama onpebena ca (ks, k,, k.) wucy crporo Tauxacra, seh 3aysmmajy
MaJIy, aJli KOHAUHY 3alpeMuHy y k-mpoctopy koja msnocu Ak, Ak, Ak,, tne je Ak;,i € {z, y, z} HajMamu kopak g06ujex
KBAHTOBamkeM TaJacHOr Opoja k; myx i-oce. [lebspuna jbycke dk je majia, aan JOBOJHHO BEJIMKA 113, Ce Y TOj Jbycuu Habe
BeJIMKY 6poj Tpojru TasacHux 6pojesa (ky, ky, k).

(1) (2 moena) Oxpenurn Kako IyCTHHE CTama 3a eqekrpone D, (E) n mymwsune D,(E) 3aBuce o1 IBUXOBUX €HEPrHja
npebpojaBameM CTamba yHyTap MOMEHyTe OCMUHE cdepHe JbycKe. ¥ A00ujeHnM m3pa3uMma MOory na purypurry u
BEJIMYUHE My, My, Eg, 1 yHUBep3aiHe (HU3NIKe KOHCTAHTE.

Caj kaJa UMaMO W3pa3e 3a TyCTHHE CTarbha eJeKTPOHA W IIYIJbUHA, MOXKEMO OIPEIUTH IHUXOBE KOHIEHTpAIdje, 1 3a
eJIEKTPOHE U p 3a mymbune. Pacnogena dpepmuona no eneprujama na remueparypu 1 je ®epmu-Iupakosa (D) u nara

je mapaszom f(E,T) = rie je kg Boammanopa koucranta, Er enepruja @epmujesor ausoa. Kako D(E)dE

E—Ep J
exp(F-77) +1
MpescTaBba Opoj CTama Mo jeAnHUIM 3anpeMnne Ha eneprujama (E, E + dE), a f(E,T) naje seposaruohy ma cy crama
ca TOM eHeprujom Ha remreparypu T momnymena, ciemn ga D(E)f(E,T)dE npencraBba KOHIEHTpAIM]y dhepMHOHA ca

eneprujama usmehy (E, E + dFE).

(77) (1 moewn) Pacunonena enexkrpona o eneprujckum ausouma je fr,(E,T) = f(E,T). Pacnogesy mynbuna mo eHeprujcKum
uuBouMa Ha TeMueparypu T, f,(E,T) HATa3MMO TaKO IITO MPUCYCTBO jeHe MyIUbHHe eHepruje £ > ( mocMarpaMo
Ka0 OJICYCTBO jemHOTr enekTpoHa enepruje —E < 0. Oxpenutu 3asucuocr f,(E,T). ¥ nobujeHoMm m3pasy MOKe Ja
durypuite u pendnaa Frp u yHuBEep3aHe (PU3NIKe KOHCTAHTE.

(¢4i) (2 moewma) Y dbyukmmju ox T, m,, mp, u E; OIpeIuTH KOHIEHTPANUje €JIeKTPOHA N W IIYIUbHHA P <THCTOT
cunujyma, Kopucrelin uspase 3a rycTune cramba u3 Jeaa (i), Kao u g1o0ujeHe u3pase 3a PacIoely 1o eHeprujama.
Ha co6moj remmeparypu (kg7 BpJIO MaJjIo HACIPAM KAPAKTEPUCTUYHNX EHEPIHja,) Ce MOYKE KOPUCTUTH AIIPOKCUMAIIT]A

( E:tEF)

~ exp Axo je moTpebHO, KOPUCTUTH 14 je onpelieHn maTerpasn fOJrOO Vxze *dr = /7/2. Y

exp( ELE =)+ 1
,ZLO6I/IJ€HOM n3pazy Mory fa GUTYPHIINY U YHUBEp3aTHe (PU3NIKe KOHCTAHTE.

(iv) (1 moeH) Mace eleKTpOHA U LIYIBUHA, M, U My, Cy Y JATEPATYPH HO3HATE HOI UMeHOM efexmusne mace. Ome
Cy KO, 9HCTOT CHiHIHjyMa Ha cobnoj reMmueparypu (I’ = 300 K) npubmuxuo jeqnake, Tj. my, = m, ~ Me, TIe je
me Maca cmobomgHor enekTpona. Kopucrehn oBy unmenniy onpemnutn eneprujy ®@epmujesor auBoa Fr y GyHKIMEjn
on Eg.

Cana cMmo uzBenm cBe moTpebHe cacrojke ma mpoyauMo XomoB edekar. dedwunummmo mra To tTadno Pama xemm ja
uspauyna. Ha ciunm 5(B) je mpukasan neo IOJIyIPOBOJHUYKE ILIOYHIE CUIMIujyMa Jebibute d KpPo3 KOjy HpoTUde
jeTHOCMepHa, CTpyja cTaiHe jaunnae | y mpukaszanoM cMmepy. Ilmouniia ce Hajma3m y CTAIMOHAPHOM XOMOTEHOM MarHEeTHOM
moJby MHAYKIWje B Koje memyje HOpMAJIHO Ha MJIOYHILY Y CMepy JaToM Ha caunu. meaman BonmTmerap V HaA CIUIM MepH
TpancBepaasnu Hanou U. MarneTHo mosbe fesyje Ha ca000aHe eeKTPOHe W MYTIJbUHE TaKO IMITO JOBOAN 0 HATOMUIABAha
HAGTEKTPUCAkhA HA je[HOj CTpaHM IIOYHIE W HAETEKTPHUCAa CYIPOTHOr 3Haka Ha apyroj. OBo HoBoaM 10 cTBapama
TpaHCcBeP3aTHOT HAMOHA U duje eIeKTPOCTATHYKO MOJbe CE CYIPOCTABIHA JAJbeM HATOMUIABAY . ¥ CTAIHOHAPHOM PEXKUMY,
VTHIAJU WHIYKOBAHOT E€JIEKTPUYHOT T0/ha W MATHETHOT TOJha HA HOCHWOIIE HAETEKTPUCAFha Ce M3jemHavdaBajy. ¥y JTa/beM

TEKCTY MPETIOCTAB/HAMO A Ce PAIU O CTAIMOHAPHOM PeXXuMy. XOI0B KoedurmjeHT ce medununiie kKao Ry = —

BI’
(v) (3 moena) N3rectn n3pas 3a XoJ0B KoeduujeHT Ry MOIyNPOBOAHMYKE TIIOUHIE ca ciuke 5(B) y dyHKIMjN o n,
D, fin, fbp, I YHABEP3ATHUX (PU3UUKUX KOHCTAHTH, TI€ CY PEIOM fi,, U [i, TOKPET/BUBOCTH €JI€KTPOHA U LIYIJbUHA Y
marepujasy. [lokperbusoct (p > 0) Hocuona HACJIEKTPUCAIbA. ¢ naje Besy m3melhy merose YCIOCTAB/BeHE Op3uHe Uy

cMepy yKYyIIHE CHOJballlibe eJIeKTPOMarHeTHe CUje Fem KOja Jieslyje Ha HaeJieKTpucambe, Tj. |q| ¥ = uFem Banemapuru
KBAHTHE e(EKTe eJIEKTPUIHOr ¥ MATHETHOT T0J/ba, HA, €JIEKTPOHE W TIYTLhUHE.

(vi) (1 moen) M3spauyHatn BpeaHOCT XO0JIOBOT KoecbmmjeHTa Ha cobroj Temmeparypu T = 300 K kopucrehin momarke
3a wuer cummmujym: By = 1,124 eV, p,, = 1350 CVS , Hp = 450 %, me = 9,11-1073! kg, kp = 1,38 - 10723 4,
e=1,602-10" C, A= h/27r =1,054-1073*J - 5, rae je h peaykosana ILnankosa Koncranta h.
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3adamax 3: (Cynep )nposodnu pam y maznemuom nony (10 noena)

(a) i (6)

Q
Q
>

1

Cauka 6: (a) IIpoBomtu paM y MArHETHOM II0Jby MOJIOXKEH HA XOPHU30HTAJHO] nomiaosu. (6) CynepnpoBomHu pam y
MATHETHOM IIOJ/bY MOCTAaBJbEH YCIIPABHO HA, XOPU3OHTAJHO] IIOTO3H.

(a) TIpoBomHM KBaJpaTHU paM AUMEH3Mja @ X G U Mace 1M HANPaBJbEH je Ol XOMOTEHE BAJbKACTE JKUIE 3aHEeMap/bUBe
nebsbuie. Pam ce IpyKu BOJOPABHO HA, XOPU3OHTAIHO] MOJJIO3U (Ly-paBaH) y TPABUTAIIMOHOM IMOJbY yOp3ama § =
—g€,, g > 0. Kpo3 pam Teue crasHa eIeKTpudHA CTPyja jauwme ¢ > 0 y cMmepy marom Ha ciaunmu 6(a), Koja ce
O[Ip:KaBa MWHHJjATYPHUM CTPYjHHM TE€HEPATOPOM y pamy. Y HPOCTOPY Jelyje XOMOIeHO CTAIMOHAPHO MATHETHO
oJbe WHIAYKIHje B = Béy, B > 0. Ananu3upajmo obprame pamMa OKO Z-OCe 110 OTIYLITAby, IPU YeMy CTPAHUIA
pama Koja ce TOIyaapa ca r-OCOM CBe BpeMe He MpoKau3aBajyhm ocraje Ha momyo3n. KoeduimjeHT caMOnHIYKITHj€e
pama je 3aHeMapJbUB, Ka0 W OTMOP Ba3yXa.

(1) (0,5 moena) OxpenuTu MOMeHT wHepimje pama I y OZHOCY HA X-0CYy KAo OCY POTalyje KOja IIPOoJa3u Kpo3
HErOBYy CTPaHuIly y (DYHKIWJH O, M 7 a.

(i) (0,5 moena) Hexka je ¢ Ge3numensuonu napamerap jedunucan kao € = Bai/(mg) > 0. 3a koje BpeaHocTu
napaMeTpa € paM OCTaje HEHOMHYAH Ha XOPU30HTAHO] IOIIO3H MO OTIIYIITAMY ?

(i4i) (2,5 moena) Pasmorpmmo cazma cuTyarmjy y Kojoj je € TakBO Ja IOJa3W IO POTAIMje paMa OKO x-0Ce, dnja
CTPAHMIA OCTaje Y KOHTAKTY Ca MOIJIOIOM TOKOM ObpTama. KoedunujeHt Tpema Kan3ama u3Mehy momiore u
paMa je Takas Jia ce MpOKJIu3aBambe paMa MoxKe 3aHeMaputi. Heka je 0 TpeHyTHH yrao KOju paBaH paMa 3aKIama,
ca xy-paBHU TOKOM pOTalifje, IPU YeMy Ce Y aHaAJIU3U KPeTama y HAJIIUpPeM OICery yrjioBa OrpaHMYaBaMO Ha
0° < 0 <90°. Omgpenuru nipu koM yriuy 6 hie mohim 1o moTmyHOr OABajarka paMa O MOAJIOTe TOKOM POTaIfje y
3aBMCHOCTH O BPEIHOCTHU TMapaMeTpa €. Kperame paMa o TpeHyTKa, MOTIYHOT OABajarba He Pa3MaTpaTH.

(iv) (1,5 moena) Heka je y oBoMm ciyuajy koeduiujeHT Tpemba Kin3ama u3Mely paMa u mozjore mo3Har u u3HOCH
. Onpeantn mpn koM yray 0 he nnak mohn 1o mpokn3aBarba paMa Mo mo/Io3u v (hyHKIMjW O 1 1 TapaMeTpa
€ KOju JIOBOJM JO POTAallfje paMa OKO CBOje CTPAHUIlEe KOja Mpoja3w Kpo3 x-ocy. Kperame pama o TpeHyTKa
MPOKJIM3aBakha HE PA3ZMATPATH.

(6) YV oBoM geny 3amarka pasMoTpuheMo CyneprpoBOIHN KBAJAPATHU paM 6e3 CTPYJHOr TeHepaTopa MICHTHUYHE MAce,
reoMeTpuje W AUMEH3Mja Kao y Jedy 3amarka nox (a). Marepujaa ox Kojer je paM HAIpPaB/LEH je CyNeprpoBOIaH,
IITO 3HAYH 13 je eJIEKTPUYHA OTIOD paMa er3akTHO jexnak mynw, Tj. R = 0 2. Pam, y kojem mema moderse jadune
cTpyje, ce Ap:Ku ycupaBHO (xz-paBaH) A0aupyjyhiu CBOjOM JOHOM CTPAHHUIIOM XOPH3OHTAJHY HOMJIOrY (Iy-paBaH)
U HAJA3W Ce Yy MOJbYy 3€MJbUHE TeXKe U y MJIEHTUYHOM MATCHETHOM II0Jby Kao y ciaydajy nox (a), BUIETH CJIUKY
6(0). Koedunujenr camonnmykiuje paMa je KoHadan. AKO Ou ce paM TPUHYIHO OKpeHyo 3a 90° u TON0XKHO Ha
XOPW30HTAJIHY MOJIOTY Y HheMy DU ce WHIYKOBAJIA €JeKTPUYIHA CTPYja jaunHe ig.
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13. CPIICKA ®N3NYKA OJIMMIINJAJA 3A YUEHUKE CPEJIHUX INTIKOJIA
IIIKOJICKA 2018/19. 'OJIUHA

HpyurrBo dusuuapa Cpbuje n MuHncrapcrso npocsere, HayKe
1 TeXHOJIOIKOr pasBoja Peny6uauke Cpbuje Beorpasn
SAIJAIIN 24-25. anpusa 2019.

(1) (0,5 moena) Oxupenuru Koedunujent camonHayKiuuje L oBor cynepnpoBogHor pama y (YHKIMjH O JATUX
BPEIHOCTH g, 4, U B.

AnanmuzupajMo cajia POTAIMOHO KPETame OBAKBOI paMa OKO Z-0ce 1o ociobahamy W3 yCIpaBHOD HOgoXkKaja 6e3
[IOYEeTHE jadnHe CTPYyje y IbeMy, IIPH 9eMy CTPAHUIA paMa Koja ce IMOKJIAMa Ca T-0COM CBe BpeMe He IpOoKan3aBajyhn
0CTaje Ha TO/JI0O3W OrPOMHOT KOe(UIMjEHTA TPEma KIN3ama, Tj. 4 — oo. I1o ocaobahamy u3 ycnpaBHOT mojI0:kaja
paM CIMOHTAHO 3aMOYHE CBOjY POTANM]Y Y MPBOM OKTAHTY OKO x-0Oce TipeMa zy-pasiu. OTnop Ba3ayxa je 3aHeMapbuB.

(73) (2 moena) Heka je € Gesammensmonu napamerap deduHucan kao € = Bais/(mg) > 0 u Heka je ¥ > 0°
TPEHYTHW yrao KOjH PaBaH paMa 3aKJama ca Tz-PABHU TOKOM portanuje. OmpenanTn cuy HOpMAJIHe peakilnje
momyiore N y dyuknuju ox ¥ u €. Takole, moka3aru 1a ce CTPAHUIA paMa OKO KOje OH poTupa Hehe oaBojuTn
OJ1, TIOJIJIOTe HU 33 jeJHY BPEIHOCT MapaMeTpa €.

211 ,o moeHa) OapeauTu cuay Tpema Fy. n3Mehy pama m mojjiore HKIMju on ¥ u €. Heka je rao npu
i) (1,5 0 y F by y dyuximju o 9 n e. Hexa je 9(<) y
kojem fie cuia Tpema MPOMEHHUTH CBOj cMep. Y 3aBHCHOCTH Of mapaMerpa e mahm (%),

(iv) (1 moen) ¥ 3aBucHOCTH 071 mapaMeTpa € onpeaura: yrao ¥ 3a Koju ce paM MAKCHMATHO OTKIOHH Y OJHOCY
Ha BEPTHKAJIHY DPABaH, 3aTUM MAKCHMAJIHY yraony 6ps3mny w(™%%) kojy paMm IOCTIKe TOKOM CBOje poTamje,
Kao M yrao ¥y Mpu KOjEM Ce Taj MAKCHMyM OCTBapyje. YKOJIMKO pPaM yAapu O MOIJIOTY, Ha H0j Ce 3ayCTaBiba
6e3 ombMjara.

Banarke npunpemunu: op Henad Byxmuposuh (1) u dp Jdejan M. Boxuh (3), Uncruryr 3a dusuxy y Beorpamy

Aunexcarndap Byksa (2), NucturyT Jlopenn 3a Teopujcky dusuxy, Jlajaen, Xomauguja
Penensenru: dp Jejan M. Boxuh (1), 0p Muzauaro Qybposuh (2) u Baadumup Bewuh (3), Uacturyr 3a dbusuxy y Beorpamy
TIpeacequuk Komucuje 3a TakMudema YIEHUKA CpeamuX mKojia: 0p Boowcudap Huxoauh, ®usnukn dakynrer, Beorpay

Crpana 6 ox 6



13. CPIICKA ®U3BNYKA OJIMMIINJAOA 3A YYEHUKE CPEOIBUX IITKOJIA
IIIKOJICKA 2018/19. 'OJIIHA

HpyurrBo dusnuapa Cpbuje n MuHncrapcrso npocsere, HayKe
1 TeXHOJIOIIKOr pa3zBoja Peny6uauke Cpbuje Beorpasg
PEITTEH A 24-25. anpua 2019.

Pewerve zadamxa 1

(a) TIpu pediekcuju 3paka OJ] TOpE MOBPIIUHE JBYCHUIE WHerosa (a3a ce mpomeHu 3a ¢ = 7. IIpu IBOCTPYKOM
MpoJIa3y 3paKa Kpo3 JbYCHHILy n pedJIeKCHji O/ J0Me MOBPIINHE JbyCITHIIe heroBa ¢a3a ce MPOMeHH 3a ¢g = 27“2nd,
rIe je A tajmacHa Ay:KHHA pa3MaTpaHOr Tamaca y Ba3ayxy. JLo KOHCTpYKTHBHE MHTepdEepeHpje 1Ba 3paKa J01a31
KaJa je ¢o — ¢1 = 2mm, vae je m HeHeraTuBaH 1eo 6poj. Omarie crequm A = Qf:fl. Ba m = 3 u m = 4 ranacue

IyKIHE KOja 32/I0BOJhaBAjy OBaj YCIOB Cy W3 BUJBUBOT Jesa CIIeKTpa W n3Hoce peaoM 557 nm n 433 nm. Tamacra

nyskuHa 01 557 nm omrosapa 3ejeHOj Ooju, a TajacHa AyXKuHA 01 433 nm oAaroBapa JbyOMYacToj 60ju, ma 3aTo

BUIMMO 3eJIeHe U JbyOndacre 00JIaCTH HA, BPATY roJyda.

(6) TIpu pedrekcuju 3paxa 07 rOpmHE MOBPIIUHE PBOT CJI0ja MaTepujaia merosa (asa ce mpomenu 3a ¢ = 7. [pu
JIBOCTPYKOM TIpOTa3y 3pakKa Kpo3 MPBH CI0j MaTephjaja W MPBH CI0] Ba3ayxa W pedIeKCHju O APYror Caoja

Marepujasia merosa asa ce IPOMEHH’ 33 (g = 27”2 (n1dy + do) + 7. To koucrpykTHBHE MHTEpdEPEHIIUje 1Ba 3paKa
IONA3u Kama je ¢o — ¢ = 2mm, vae je m npuponan 6poj. Oxarie cieqn \ = w. OgBa rTanacHa IyKUHA je
y BHJIJBUBOM JI€JTy CIIEKTPa jeauHo Kaj je m = 1 u jeagnaka je A = 459 nm. 360r Tora ce Buau 1a je JENTUP ILIaBe

Ooje ka1 je mpaBal mocMaTpamba HOPMAJTAH Ha MOBPIINHY JbYCITHIIE.

C
A Q
B
-
a
x
— >
Zo

Cnuka 1: Pediekcuja cBETIOCTH HA jeIHO]j TLIOYHIIN.

(8) Pazmorpumo npso pediiekcujy Ha ropmoj IWIOYHIK CIoKeHe crpykrype. Heka je KOOpAMHATHU CHCTEM IIOCTAB/LEH
Kao Ha caumy 1 ¥ HeKa je n oca Koja ce TOKJAIa Ca MpaBleM pedIeKTOBAHOT Taaaca KOJjU J0Ma3’ 10 MOCMATPAta.
Hompuroc oarorapajyhoj KOMMOHEHTH eJIeKTpUyaHOr 1mojha o pedJiekcrje Ha eIy MIOYNIe ca KOOpAWHATaMa M3
nnrepsaia (x,x 4+ dz) je dF = C-da-cos [wt — kn + ¢ (z)], rue je C KoHCTaHTa KOja 3aBUCH O MHTEH3UTETA, YTIATHOT
Tajaca u Koedunujenta pedekcrje Ha MIOUNIN, w je KPyXKHa (DPeKBeHInja Tausaca, t je Bpeme, k = i—: je TajJacHm
BekTOp U ¢ () je dasza ranaca. C ob63upom ga daza rasaca pedIeKTOBAHOr y X, [VIE je To CPEAUIITE MJIOYUIIE,
KacHu 3a $ha3oM Tamaca pedIeKTOBAHOr ¥ & 32 i—gﬁ (Buneru cauky 1), Baxku ¢ () = ¢ (xo) + i—: (z — o) sin b, rue
je xp KoopamHaTa CPenITa MI0YNIe. Y KYIMTHA BPEIHOCT KOMITOHEHTE eJIeKTPUYHOT MoJba peIeKTOBAHOT TajJaca je

ouna E(n,t) = f;ooj%% C - dz - cos [wt — kn + ¢ (z)]. Pemasamem unrerpana ce nobuja

sin (’;—Z sin 9)
Ta

Ao

E(nt) =Ca cos [wt — kn + ¢ (x0)] .

sin @

YKymHa BPEIHOCT ETEKTPUIHOT MT0/ha PeMIIEKTOBAHOT TATACA HA MECTY [JIe Ce HATA3M YIAbEHU IIOCMATPAT ce T00uja
cabupameM JOTMPUHOCA Tamaca pedreKToBaHuX O cBake of mmodnma. Pa3Ha pa3nnka Tamaca pedIeKTOBAHUX O
ame cycenne mioune je Ag = 3 (AC + AB) (sumern cmky 2), omiocro Ag = 3T (d + d cos§). Yxymma Bperoct
KOMTIOHEHTE eJIEKTPUYHOT TT0/ba je OHIA

sin (M sin 6

M-1
Ao ) .
E; (n,t) =Ca %2 inf ZE:O cos [wt — kn + ¢ (xo) — iAP] .
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Kopumhiemem nmenrurera 7aTor y TEKCTY 3aaTKA Ce TOOMja

sin (7;—‘0’ sin 9) sin [M/\—gd (14 cos 9)}

2o sindgin [g—‘: (1 + cos 9)}

M -1
oS [wt—kn—l—(b(xo)——

E: (nt)=Ca 5

24|

N3pa3 ucnpes kocurycHe QYHKIHjE MPEACTaB/hA AMILTATYIY YKYITHOT pedIeKTOBAHOT Tagaca. I1omTo je MHTeH3uTeT
Tanaca cpa3MepaH KBaJpary aMILIATYIE, CIeId Ja je yraoHa 3aBHCHOCT WHTEH3UTETa CBETIIOCTH KOjy PEerucrpyje

nocMarpad
1(0) o f(6) = sin? (f)r\_g sinH) sin? {MA_TOrd (1 + cos 9)} |
(K_(Ol sin 9)2 sin” [K_f (14 cos 9)]
|
0
—C
d} _a

Ciuka 2: Peduiekcuja cBeTIOCTH OJ IBE CyCElIHE ILIOYUIIE.

(r) Ha cammm 3 je npukasana 3asucuoct I (0) o< f(0) 3a Ag = 410 nm u Ao = 480 nm. I3 nobujenux rpaduka ce Buan
1a je 3a Ag = 480 nm marcumym pediiektoBaHe ceeriaoctu mom yriom 6 = 0°) a 3a A\g = 410 nm Taj Makcumywm je
Ha 0 = 40°. Baro riemamem Jjpycrure nof yriom § = 0° Bumaumo miaBy 00jy, a TJIeIameM IO, YTJIOM O OKO 45°
BUINMO JhyOHIacTy 060jy.

80 ‘ ‘ ‘ —
— A,=410nm| |
——- A,=480nm i
O L L N — |
0 20 40 o 60 80

Cruka 3: Yraona 3aBucHocT nHTeH3UTeTa pedrekroane ceerinoct I (0) o< f(0) 3a Ag = 410 nm u A9 = 480 nm.
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Pewere 3adamxa 2

Bnamo fa je Tamacna (bYHKIja TeCTHIeE Y jeTHOIAMEeH3NOHAIHOj TOTeRnHjamnoj javn ¥y, (z) = 4/ sin(k,x), rae

T
je ky = T «mje mosposbere BpeaHocTH qobujamo n3 rpanmaaux ycaosa. Ca L, cMO 0beleskKnin gy>Kuiy TOTeHIjaIHe
-
jame IyxK x MpaBIa, TOK N, mpedpojaBa opOHTAIHA CTalha W MEHEPATHO Y3UMa IMeI00pOjHe BPeIHOCTH, aln NemMo ce 1o

YCTIOBY 3a/1aTKa (bQOKyCI/IpaTI/I HA TO3UTHUBHE, Tj. n, = 1,2,3... Enepruja jegsor oBakBor crama Iy T IPABIA je 1aTa

hlk .. . . . .
n3pasom F, = Sk, KOja je 3ampaBo KIMHETHIKA eHEePruja y je/IHO] TMMEH3NJ! TeCTUIIe Mace m. Amnajiorto 3a y u z mpasair

. . . . n;m .
nobujamo oxrosapajyhie kBanroBame enepruje u tajacue Opojese. Ipyrum peunma, k; y3uma BpemgHOCT k; = T rie je
i
i € {x,y,z}, L; je nyxxuna jame y mpapuy ¢, a n; = 1,2, 3... Enepruja jeaHor opOGHUTAIHOT CTamba je 30up eHepruja
MOjeIMHAYHUX Y CBA TPU KOOPJMWHATHA MPABIA U J1aTa je n3pa3om F = %(kzg + k; + k2).

(i) 73 ycioBa KBaHTH3AIMje CIEIN 1A 33 CBAKY JIO3BOJBEHY BPEIHOCT k; MOYKEMO YIPTATH 10 jeTHy Tavky y k-ipocTopy.

s
YipraBameM CBUX Tadaka (POPMUPAMO MPABOYTAOHY TPOIUMEH3UOHAIHY PeIeTKy ca koparmuma Ak; = I Onasne

7

73 73

L.LyL, Vv’
rae je V 3ampemuna jame. U3 m3pa3a 3a eneprujy jeaHOr OPOUTATHOT CTAaMmAa BUIUMO /14 Ce OHO Hama3wW Ha cdepu
pamajyca k = | /kZ + k2 + k2 = ,/QZL—QE. ITocmarpahemo caMo OpPBH OKTaHT, jep CMO Ce OTPAHWYIIN HA IO3ATUBHE

BPEHOCT N;. 3alpeMuHy TaHKOT coja ocMuHe cdepe mobujamo xao 4rk?dk/8. Ykyman 6poj opoUTATHAX CTama y
OBOM TAHKOM CJIOjy je jeTHaK OTHOCY 3allpeMHUHE CI0ja | 3alpeMIHe KOjy 3ay3uMa jeJHO opOuTarHo crame. MehyTnm,
oBaj 6poj ce Mopa MOMHOXKHUTH ca 2, jep depmmonn nMajy ase moryhe BpemwocTw mpojeximje crmHa, +1/2. Tako
J0a3uMOo fla 6poja OPOMTATHAX W CIMHCKWX CTama y OCMUHM Tanke cdepHe mycke: dN = 2 x (4k*mdk/8) /(w3 V).
Kopucrehu Besy mwamehy k& w E wamazumo 1a je Opoj CBUX CTama y CI0jy y byHKIuUju eHe:ije jemnak dN =

2mFE 1 dN(FE 1 /2 2
Vim mn — (E) < m) VE. TIpema ToMe,

BuanMoO Ja he 3ampemMmnra Kojy oKymmpa jeano opourtaino crame y k-mpocropy omtn Ak, Ak, Ak, =

dE. Opasne Buaumo ja je rycruna cramba D(FE) = =

m2h2\ K2 V dE 272 \ h2
3
1 [2m,\? . )
u3pa3 3a YCTHHY CTamba ejnekrpona riacu D, (E) = 37\ 2 E — E,, jep 1oJi, KBAHTOBAHOM EHEPIUjoM
m
nojpasyMeBaMO Pa3/uKy eHepruje F ¥ KOHCTaHTHe HOTeHIMjasHe eHepruje ymyrap jame Eco = Eg, 10K je 3a
1 (2m,)\* VB
mymwsune D,(E) = 52 | 72 E.
. . . 1
(¢7) U3 medunmmmje pacmomesne mybnHa u3 3a1aTka caenn aa je fp,(E,T)=1— f,(-E,T) =1 — —F =
exp( ) +1
1
ErtE :
exp( kFB"’T )+ 1

(i4i) Y mocrapiy 3a1aTKa cMO JAedUHICATIN KOHIIEHTPAIN]Y YecTHIa y WHTepBaiy enepruja (E, E+dFE). Ta 6ucmo gobuam
YKYIIHY KOHIIEHTPAIHjy MOTPEOHO je m3pa3 MHTErPATUTH IO JT03BOHEHUM eHeprumjama. Kako eHepruje emekTpoHa,
pacry oxn E, 10 +00, yKyliHa KOHIEHTpaluja ej1eKTpona he butu n = f;; D, (E)f,(E)dE. Ca apyre crpane, KAaKo
CMO JTepMHUCATIN eHEePTH]y MTYTI/FIHA, YKYTTHA KOHIIEHTPAIH]ja, Ty biHa he 6utn p = fooo D,(E)f,(E)dE. 13 n3pa3a
M30CTABIHAMO 3aBUCHOCT Ol TEMIEpaType, jep ce y JajbeM KOHIEHTPHUIIEeMO Ha (pUKCHY, cOOHy Temreparypy. Ao
npumMennMo ampokcumarnyjy ®J1 pacmomenre koja je mara y OpMynaInnju 33IaTKa, 33 KOHIEHTPAIN]Y €JIeKTPOHA,
UMaMO UHTErPaJI:

3
1 2mn, \ 2 [ FE— Ep
- (e JVE—E 2T PVE
972 ( h2> / g oxp(=——7—)dE,

Ey

ﬁ JI00MjamMo:

1 (2muksT
L h?

a yBohemem cmene & =

e

o B [ e
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Kopucrehn pesynrar n3 mocraBke 3a7aTKa 3a oapeheHn wHTErpaa J00MjaMo 12 je KOHIEHTPAIINja eJeKTPOHA:

3
mnkBT 2 Eprg
=9 EBL = —— A
" < 2mh? > exp(— )

ClMYHAM MOCTIIYKOM J0JA3UMO JI0 U3Pa3a 33 KOHIEHTPAIH]Y IIyI/bUHA:

3
kaT 2 EF
=9 =222 2y
b <27rh2 ) exp(= 77

VY ciy4ajy 9ucTor CHIININjyMa, CBe MIYIJbUHE MOPA]y JONU O eJIEKTPOHA Y MPOBOIHO]j 30HU, IMITO 3HAYN —Nn +p = 0.

kT

H 3 E . .
2ﬂh2) (Mmymyp)i exp(fﬁ), jep ce n mobuja KOPEHOBAEM H3Pa3a Mmp.

Opasae cienu fa jen = p = 2 (

(iv) UsjennauaBarmem n3pas3a 3a IyCTHHE eIEKTPOHA, U MIYIJBUHA MOYKEMO U3BECTH U3pa3 3a eneprujy PepMujeBor HuBOa,
Ep =0 4 3kpTIn(22). K ' ~my, & Q)
F =5 + 3kB n(m—n) aKO Cy y HaIlleM CIy9ajy Mace UACHTUIHE My, X My R Me, AMaMO 1a ce Depmu HUBO

HaJIA3M TA<IHO Ha cpeiuHu m3Mely OPOBOIHE W BajeHTHe 30He, ONHOCHO Ep = E,/2.

B E”/ w v||/9*> V]
[ S
o> U 7
IR0 RRR®
< b .

Cmuka 4: Jleo Si nyounne nebpune d m mupuae b Kpo3 Kojy TMpoTWde CTpyja cramwe jaumne [ yciaen moma E)
emekTpoMoTopHe cuie. KoMmMmoHeHTe TpeHyTHHX Op3WHA AyzK MIPaBama IoJbha EH/L Cy: wj/L 3a IIyI/bHHE U V|/ 34
eJIEKTPOHE.

(v) YV y30pKy ce Hasa3e eJeKTPOHHU W NIyILUbUHE KOjU C€ HPU MPOTOKY crpyje Kpelly y CylIpOTHUM CMEpOBHMA JIy2K
npasia Toka. MaruaerHo mosse ckpehe HaeTeKTPrUCcama i JOBOIH 0 HBIXOBOT HATOMUJIABAKA HA CTPAHAMA ILJIOYHUIIE.
Bugeru cnuky 4. 36or 3acaj Heno3HaTe pa3iuKe y OpOjy HATOMUIAHWX €TeKTPOHA U IIYILJbUHA, MPETIOCTABUMO
na he mecwa crpana TIOUHWIE OWTH HaeJIeKTpHcaHa TO3UTHBHO, a jea neraTusHo. OBO cTBapa TpaHCBEP3aJHO
enekTpuaHo mosbe | = U/b y cmepy marom Ha cawim, vhe je b mmpuHa miovnie. Bp3uHy elekTpoHa MOXKeMO
PA3JIOZKUTH HA JIOHTUTYJMHAIHY KOMIOHEHTY v|| Jy?K NPAaBIa CTPyje W KOMIIOHEHTY TDAHCBEP3a/IHy Ha Taj IpaBaly
v . AHATIOTHO YBOZIIMO U 3a MIyTI/bUHE, TJIe CMO JOHTUTYTUHATHY KOMIIOHEHTY O3HAYHIIN Ca U, & TPAHCBEP3ATHY ca
. Y CTAIIMOHAPHOM PEXKUMY, CTPYje eTeKTPOHA U IIYI/HUHA C€ MOPAajy U3jeTHAYUTH YK TPAHCBEP3ATHOL IPABIA,
MITO 3HAYW env) = epu . KommnonenTe 6p3nHa, ©) ¥ v, TMTOTHIY Ol TPAHCBEP3ATIHOT eJeKTPUIHOT Tosba F | , Kao
u nosba Jlopennosux cuma: v B 3a enektpone u uyB 3a mynmpune. [pnvemyjyhn nebununmjy moKpeT/bHBOCTH
HaeJIeKTpHUcarma JAy»K TPAHCBEP3AJTHOT W JJOHTUTYINHAJTHOT TTPABIA AOJA3UMO JI0: V| = [y (’UHB +FE))= M%EHB +
)y mu,y = up(u”B —E))= M%EHB — ppF 1, TAE cMO MoHTHTYANHATHEe OP3UHEe YeCTUIA H3PA3HIN Kao = upE”
u v = pp ). B npeacras/ba JOHTHTYMHATHY KOMIIOHEHTY €JIEKTPUYHOL MOJ/ba KOja JOBOJM JIO MPOTOKA CTATHE
crpyje jaunne [, kao wHa caumy 4. Jaunny crpyje I MoxKeMO HAMMCATH y BUIY MTPOM3BOAA YKYIMHE TYyCTHHE CTPYyje 1
MOBPITIAHE MOMpeyHor peceka bd, 1j. I = e(nv| +pu))bd = eE)|(nj, +pp,)bd. Yepmrasamem n3pasa 3a 6p3une 1yx
TPAHCBEP3AJIHOT MPABIA y CAyYajy €JIEKTPOHA U MIYIJBUHA Y YCJIOB CTAIMOHAPHOCTH TOOMjaMO EHB(p,uZQ, —np2) =

BI pui —np2

E | (nfin~+ppyp). I3 mobujenor u u3pasa 3a jadniy CTPYjy CIeIH Ja je TpaHcBep3aaHu Hamon U = 5
d e(npn + puy)

2 2

Pz — N,

—————— . /la cMo TpeTnocTaBuM CynpoTaH cMep
e(npn + ppyp)

TPAHCBEP3ATHOT JeKTPUIHOT TTo/ha F| , Koje moTude o1 HArOMUTAHNX HACTEKTPUCAIba, JOOMIN OMCMO HCTH M3Pa3

ca CyIpOTHUM 3HAKOM.

Opmasme BuanMo 12 je m3pa3 3a Xos0B koedurujent Ry =
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(vi) Kopucrehn nate BpeJHOCTH HATa3MMO Ja je KOHIEHTPaIWja eTeKTpoHa U myrbuna n = p ~ 0,902 - 1010 cm=3.

VBpmTaBameM KOHIIEHTpaIMje v m3pa3 3a XojoB Koebummjent nobmjamo Ry ~ —346 m? /C. Bumnmo nma he
3HAK XOJIOBOT KOeMWIMjeHTa 3aBUCHTH O]l TOKPET/BUBOCTH HOCHJIAIA HAEJIEKTPUCAHA. Y HAIIEM CJIy4Yajy Kama
Cy KOHIIEHTpalyje MCTe BUANMO 113 3HaK [I0Ja3W INPEKTHO O PA3INKe y TOKPeTIBUBOCTUMA [y W [ip. KaKo cMo
MPETIOCTABIIIN Ja Ce Ha JIECHO] CTPAHUIIN HATOMUJIABA]Y MO3UTUBHA, & HA JIEBO] HErATUBHA HACTEKTPUCAHA, JTOOUTH
CMO HeraTuBaH 3HakK XoJsioBor Koedurpjenra. OBO 3HAYM [1a je MOYeTHA NPETIoCTaBKa Tpedasa da Oyge oOpHyTa.
OnpehuBamenm 3Haka Ry je moryhe n1upekTHO OfpeanTr JOMUHAHTHU THI HOCUJIAIA HACTEKTPUCAHA ¥ MATEPUjaTy.
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Pewerve 3adamxa 3

(a) (i) MomenT uneprmje pama y ogHocy Ha z-ocy uznocu I = ma?/4+ma?/6 = 5ma?/12. llpsu wian y 36upy notude
o/l cTpaHulEe pama Mace m/4 Koja ce HaJla3u Ha PACTOjakby a OJ OCe POoTaluje, JOK JAPYIU YiaH OLHUCYje JBa
4jTaHa jeHaKuX JOTPUHOCA Y MOMEHTY WHeplHje, ceaku 1/3 x ma? /4. Hema JonpuHOCa y MOMEHTY HHepIIHje
OJl CTPAHWIIE paMa KOja MpOoJa3u Kpo3 OCy poTalluje, jep ce meb/buHa pamMa 3aHeMapyje.

(i1) MarmeTHu MOMEHT pama KOjH JexKH Ha XOPU30HTATHOj TMOIO3H U3HOCH — Py €y, TJIE j€ P = ia2. OBaj MoMeHT
3akmamna yrao ox 90° ca BEeKTOPOM MarHeTHe WHIYKITIje B rerepurryhn MOMEHT AMITEpOBUX CHTIA M = Dm xB =
—pm BE€, x €, = ia® B&,. 3anpaBo, Kako HeMa pe3ylTanTe AMMEepOBUX cuila Koje Ielyjy Ha pam y XOMOTEHOM
MarHeTHOM II0JbY, Ped je O CIPery MarHeTHUX CHJIa KOju Ou JOBOIUO 10 POTAlUje y €, CMepy 10 IPABUIY JIeCHOT
3aBpTia. MomeHT cuiie 3eM/bUHE TEXKe Y OJHOCY Ha T-0CY JIEJIyje y CyIpPOTHOM cMepy u u3nocu —mg(a/2)é,.
Hanagua rauyka cuie peakimje IOJJIOre je y KPUTUYHOM TPEHYTKY (DU TEHIECHIMjU OJBAjarba) MNOMEPEHa
peMa CPeJuINTy CTPAHUIEe paMa Koja ce TOKJala ca T-OCOM, Te je TheH MOMEHT cmja Hyma. Poramuje paMa
HemMa yKOJIMKO Basku mga/2 > ia’B, Tj. 3a € € (0,1/2].

Cauka 5: (a) TpenyrHu mosoxKaj nmpoBOJHOr pama TOKOM POTaldje OKO x-0ce on y- Ka z-ocu. (6) TpenyrHu nosmoxaj
CYIEPIIPOBOIHOr paMa TOKOM POTAIMjE OKO T-0Ce OJI z- Ka -OCH.

(7i7) TpeHyTHU MATHETHH MOMEHT PaMa U3HOCH Py, = (ii)gc = pm€e, TN j& Py = ia® aée, JEMMHUTHA OPT KOHTYPE
O TMPABWJIY JECHOT 3aBpTHa. 3ab0paHa KOHTYpa ¢ ce TO CMepy MOAYyAapa Ca CMEpOM CTAJIHE jaduuHe CTpYyje i
(unaue ne Mopay), na je p.,, > 0, jep je 5_‘; = a’€,. V3ero je +i, a He —i, jep ce cMep jaumHe cTpyje I OpujeHTaImja
KOHTYyDe nojyaapajy, sujgeru cauky 5(a) (mormen ayx xz-oce). Cuper AMepoBux cusa y oaHOCY Ha OHII0 KOjy
OCy TTapaJiesiHy Ca €, Ce 3aIncyje y OOJIuKy M = D X B= PmBE: X €, = py B cos 0€,, Tae je § TpenyTHN yrao
KOJU paM 3aKJjana ca Ty-paBHu. Pe3yaranTta cBUX AMMIEpPOBUX CHUIIa KOje IeIyjy Ha paM je jeaHaka Hysu, jep
ce paM Haja3u y XOMOIeHOM MarueTHoM nosby. Kao miro je npukasano wa ciuiu 5(a), paM TPEHYTHE yraoHe
6p3une 6 porupa y cMepy ox y- Ka z-ocu. CBe CKyIla, Ha bera Aelyje CHIa 3eM/bHHE TEXKe Mg y CPEJUIITy,
cuiia HOpMaJiHe peakuuje nozgore N, u cuiia rpema MupoBamba Fi,. (Hema npokiusasama). U360p cmepa cuiie
Tperha MUPOBAIHa je MPOU3BOJbAH, jep Fi. MUpPOBama MOYKe Ja MPOMEHH 3HAK IITO jé TUKTUPAHO JUHAMUKOM
cucremMa Koja ce mokopasa MbyrHoBuM 3akonnMa. OBakaB pe30H He BaXKW y CIyYajy MPOKIN3aBamha Kaaa je
CMep CHUJIe TPEMa YBEK CYIPOTaH OJ TPeHyTHE Op3UHE KOHTAKTHE TAYKe PaMa, ¥ OJHOCY Ha, MOMIJIOTY.
ITpumenowm 11 FbyTHOBOT 3aKOHA 33 POTAIIMOHO KPETAHE PAMa, MOMEHTA, WHepIHje I TPEHYTHOT yraoHOT yOp3armha
6 J00mjaMo

16 = py B cos ) — mga cos0/2. (1)

ITenTap Mace pama MMa TPEHYTHO TaAHTEHIINjaTHO yop3ame af /2, ma ce mpema IT Fhy THOBOM 3aKOHY 3a TPEHYTHO
TPAHCJIAINOHO KPeTame MeHTPpa Mace paMa J0Ia3n 10

maf/2 = N cos 0 + Fj, sin — mg cos . (2)
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Ilenrap mMace pamMa MMa W HOPMAJHO yOp3ame a92/2, jep ce kpehe no kpyxuunu pamujyca a/2, na ce II
HyrHoBUM 3aK0HOM M00Wja .
mab? /2 = mgsin 6 + Fi,. cos — N sin 6. (3)

Jemnaumna (1) ce MOXKa 3amHCATH 1 Y MHTErPaTHOM OOJIMKY MHOXKEIeM Ca eJIeMeHTADHOM NPOMEHOM yriia df
y cmepy porammje. Hanwe, 0df = (df/dt)d = d(6%/2). Ca npyre crpane, cos0df = d(sin#). Ha taj naunn (1)

rnocraje
d (19’2 /2 + mgasin/2 — ia®B sin 9) =0, (4)
IITO IPEACTaBha 3AKOH OIPKaiba, HEPIUje
162/2 4+ mgasin0/2 + W,, = const. (5)
13 mouernux yeaosa (& = 0) umamo ga je § = 0 u 6 = 0, ma je const = 0. W, = —p, - B upesncrasma

MOTEHIHjATHY €HEPrUjy MACHETHOT JIUIIOJIA CTATHE JAYMHE CTPYje Y MATHETHOM ITOJbY. 3alpPaBO MATHETHO MOJbe
Ha BPEMEHCKOM MHTepBamy dt Bpmm enemenTapan pafn dW, = i€qdt maaykyjyhn mo @apajejeBoM 3aKOHY
esleKTpoMOTOpHY cuity Eing = —dP./dt y pamy, rae je . = B - S, marnernu dyKe y OmHOCY HA KOHTYDPY
c. Ha xpajy, dW, = i&pqdt = —id®., 1j. W) = —i®, = —ply, - B. WNuaue, na je opujeHTammja KOHTYpE C
UMaJjIa CympOTaH CMEpP O i, OHIa OM y OBOM M3BODEIY Ha CBAKOM MECTY TJe CTOju i, Tpebajio crasutu —i. 13
jennaunna (1)—(5) cnene cune Fy w N y byukumju on 0 v e

Fi.(0,¢) = %(26 —1)mgsin20 u N(0,e) = %(26 — 1)mg(cos 20 — g(e)), (6)

6e — 13
rue je g(e) = h (cnuka 6). Ipumehyjemo na je Fi.(0,6) > 0 Ha uHTEpBady KOjU HAC MHTEpeCyje
6
6 € 10°,90°] m € > 1/2, ma je mososbro mcrurarn dbyukimjy f(6,) = Fy-(0,6)/N(0,e) vy obmactu y kojoj je
sin 26

ona mosurTuBHA U nedunucana, tj. 3a N(6,c) > 0. Ha ocuoBy (6) umamo na je f(f.e) = T() v
cos20 — g(e

ciyuajy € € (1/2,11/12) = g(e) < —1, ma je N(f,e) > 0,V0 € [0°,90°]. Tudepenuupamem o § ce nanasu aa

pimer) — 5 arceos o) < 90°, Ve € (1/2,11/12), npu uemy g~ '(¢) onazna
g(e
o1 g~ 1(1/2) = 0 10 g~1(11/12) = —1, a 6™ pacre ox 9%”2‘”) = 45° 1o HiT/aé) = 90°, 1ok je (O™ €) =
9(2¢ — 1)
2¢/2(11 — 12¢)(3e + 1)
pam ce Hehe MOTIYHO OMBOJUTH OJ MOZJIOTe HU 3a jenHO € u3 wHTeprasia (1/2,11/12) npu yriaoBuma Koju HAC
uHTepecyjy: 6 € [0°,90°], Bumern cavky 7(a). Mehyrnm, 3a € € [11/12,00), mocroju moryhuoct na je N(6,¢) =0
3a Heko 0 < 90°. OBaj ciyuaj, € € [11/12,00), moBoau 10 curyanuje y kojoj f(6,€) — 0o 3a HEKH aCUMITOTCKH

dyukuuja f(6,€) mocexe Makcumym y

7 y3uMa KOHAYHY BPEJIHOCT HA MMOCMAaTPAHOM WHTEpPBAIY napaMerpa €. Kao 3akmpyvax,

yrao 01Y™ O6nacr 0 € (9§asym),90°) nac nocebno ne unrepecyje (N(0,¢) < 0 je dusnuku memoryhe), seh

asym)

1
obmacr y kojoj je 0° < 6 < 0L*¥™) 33 acmvmTorckm yrao BayXKW 12 je i) = ; arccos g(€). @yuxumja g(e)

pacre ox g(11/12) = —1 mo g(e — 00) — 1/3, NOK acCUMIOTOTCKH yrao Omaja J0 CBOI' MUHMMYMA TaKO Ia je:
90° > 0L"¥™) > (1/2) arccos \/1/3 = arccos \/2/3 ~ 35,264°, sunern cuky 7(6). 3a € € [11/12,00) pam ce

Easym) sym)

MOTIYHO OJBaja OJI mojjiore mpu 6 = 6 , TIpA IemMy GEQ omnaga ox 90° mo oko 35,264° Kako € pacre o,
11/12 1o oo. [Taxme, axo glasym)

MOIOTe, 3aKJBYdyjeMo ia

reHepasHO UMEHYjeMO Kao yrao mpH KojeMm he ce paM MOTIYHO OJBOJUTH O

( ) He ocroju  1/2 <e < 11/12,
oeasym _

1
3 arccosg(e) 11/12 < e < oo.

NurepecanTro je yountn aa hie y apyrom cayd4ajy, 11/12 < e < 0o, I07a3UTH JI0 TPOKJIN3aBAha y ACHMITTOTCKAM
cuTyarmjaMa KaJa ce paM MOTIYHO 07iBaja Ofl MOJJIOre, jep MOCToju periehe jeanadnte p = f(6,€) 3a p — 00
(excrpemuo xpanasa nojiora). Mehyrum, ped je o cuekysanujamMa y 66CKOHAYHOCTH, T€ jé TEIIKO TBPAUTH Ja,
JIM TIPBO JI0JIA3H J0 IPOKIM3aBabha WU JI0 HOTIIYHOT 0/IBajamba.
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g(€)

13/9

I

6e — 13

Crmxa 6: Tpaduk dynkmmje g(e) = 9(2c— 1)

(iv) ¥ oBom zeny pemaBamo jexnaduny p = f(6,€) 3a cayuaj npokimsasatmba. OCBPHUMO ce IPBO HA UHTEPBAJI € €
9(2¢ — 1)
1/2,11/12). Onna kazaje pu > F(OL"™) ¢) = = /1. HUKAJIa, He JIOJIA3N] JI0 IPOKIN3BAA.
(1/2,11/12) o> J(0 ) 0201 _120Ber 1) ¢
V nporusrOM, 3a 1 < fie, PAM TPOKIM3aBa Mpu yriay 0F < 0™ rhe jemmakocT Bakm 3a 1 = .. Ha oBOM €
HHTEpBATY, yrao 07 ce Hamasn kao pememe jenHadnse sin 20 = p (cos20 — g(e)), 1j. cos (20 + ¢) = g(e€) cos g,

: _n L1 12g(e) + 1+ p2 —pi2g%(e) ..
IJie je cos p = ——=——. 3amnpaso, ¢ = — arccos 5 KOje je pellerme Mamhe BPEIHOCTH,
V14 p? 2 14+ p
Tj. 0 < 0% v ofmacTn 1/2 < e < 11/12. Hocne kpahux Tpancdopmanuja, nejeamakoct 0F < 9ma) e
npeson y g(€)+/1+ 2 — p2g%(€) < 1+ u? — pu2g*(e), mro yBek Baku y oBoj obmactn, jep je —oo < g(e) < —1,

max)

a jemmakoct ce nobmja 3a 0F = i) & g%(e) = (1 + p?)/u? Y obmactu 11/12 < € < oo yBeK cToju ja je

0% < 0\"Y™) Ge3 orpanmdema fa y. OBa CTPOTa HejeIHAKOCT Ce CBOIM Ha V14 p2 — p2g%(e) > g(e), mrro je

1 1 — p?
Tagro ¢ ob3upom Ha —1 < g(e) < 1/3. Kao nmpumep, e = 11/12 = g = —1 = 07 = — arccos K , TITO
g g 11/12 2 1+ 2
1
maje 91‘1/12 =45° 3a p = 1. Y 3aK/ByUKy,
HEe TI0CTOjU fe < pp<o0AN1/2<e<11/12,
0r =<1 2¢(e 1T+ 12 — 1202(c
‘ §aL1rC(:osMg()—i—\/lj—u2 19°(€) O<p<p.N1/2<e<11/12) V(0 < p<ooA11/12 < e < 00).
1
(6) (i) Bakon oapkara MarHerHOr (bJIyKca y CyHEePIPOBOJHUIMMA [JIACH: @éext) + @éself) = const, rae je <I>§f“> =

B - S, = Ba®cosV criomanmsn MarHeTHn dayke y omHocy ma KOHTYpY ¢, JOK je <I>§f€lf> = Li(¢) concreenn
MarHeTHn (bIIYKC KOju ce TIPOTHBU MTPOMEHH CIOJbalTiher HHIYKOBaWeM TpeHyTHe crpyje jaunue (). Bugern
ciuky 5(6). Yrynan maruernu (hIyKe He CMe Ja Ce Memba, y CYNepnpoBOAHUNINMA, jep 1o OMOBOM 3aKOHY HEMa
ykynHor unpykosanor namnona (R = 0 Q). Ilouerna speauoct ykynuor maruersor ¢guykca (¥ = 0°) uznocu
Ba?, a kpajwa (U = 90°) npu npuHyaHOM 00pTamy m3Hocu Lig, ma je KoedUIHjeHT CaMOMHIYKIHje CTOTa
L = Ba?/is. Onanne nobujamo ma je i(9) = is(1 — cosdd).
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Cravka 7: (a) Yraona 3aBuchoct dynkimje f(6,€) 3a HEKOINKO BPEAHOCTH TTapamMeTpa € TakBux 1a je: (a) 1/2 <e <11/12
n (6) 11/12 < e < 0.

(ii) Kao y upsom geny 3azarka mox (a), jeqnadune kperama 1o 11 EbyrHoBom 3akoHy 3a cmep poranuje Jar Ha
ciuny 5(6) 3anucyjemMo y BuILy )
IY = mgasin®/2 — p,, B sin ¥,

—~
EN|
~—

ma@/Q = F}, cost — N sin1 + mgsind,
ma192/2 =mgcost — N cost) — Fy,.sinv.

—~ o~
N=lNeo)
=

3aKoH oJIprKarha eHepruje y OBOM CIydajy rIach
mgacos?/2 + 19?2 + W, = mga/2, (10)

rae je W, = Li?(¥)/2 norenunjamna eneprija MarHeTHOT IUTIONA YHja ce CTpyja WHIyKyje. Hamve, MarneTHo

. o (ext) o (self) o
MOJbe CTTOJba, MHIYKYje eeKTPOMOTOPHY CHILY Y CYTepHpOBOIAHOM paMy Eing = —d®e ' /dt = +dP¢ /dt =
Ldi(9)/dt, nox je yKymHa €JIEKTPOMOTOPHA CHJIA Y CYTIePIPOBOIHOM pamy pasHa Hyin (—E;nq+ Ldi(9)/dt = 0).
Jake, eleMEHTApHU paJi MArHETHOT MOJba 33 BpeMe dt mpu jaumun crpyje i(¥) msnocu dW, = Einqi(9)dt =
Li(9)di(¥), na je W, = Li*(9)/2. Anrepnarusno, dW, = fi(ﬂ)d@éem)/l Buaumo na ce 360r mumgykoBane
crpyje oBze mojarsbyje dakrop 1/2, 3a pasnamky on ciaydaja Kama je i = const [cayuaj (a)]. Yeaor Fy. < puN
j€ YBEK 33I0BOJbEH, jep je MO YCIOBY 3aJaTKa i — 00, TAKO 3 MPOKJIN3aBarma HeMa. JLa/biM KOMOMHOBAMHEM
jenraqunna (7)—(10) cneqn

2
N(de) = gmg (g + 3 cos? ) — 2cos® + 2¢ (1 — cos 1) (cos ¥ — cos 219)) . (11)

5

Jlpyrum peanma, nehe mohm 10 MOTIYHOT OBajama paMa O MOAIOTe HU 33 jeJHO MO3UTUBHO €. MehyTuMm, Ha
OBOM MECTY je HEOImXOIHO IPOIUCKYTOBATH MOryHOCT 3aycTaBibama pama mnpe ¢ = 90°. Pawm ce 3aycrasspa npu
¥ = 0. Bamenom osor yenosa y (10) mamasumo ga je 97 (¢) = 90° 3a € € (0,1) u 97 (€) = arccos (1 — 1/e)
3a € € [1,00), rue je Y (€) Kpajmu yrao OTKJIOHA KaJia Ce paM 3ayCTaBh. BUIUMO 1a ce paM yBeK TPUHYIHO
3aycraBiba 360r moggore 3a 0 < € < 1, 0K 3a € > 1 3aycraB/barme paMa ce jaB/ba yCJIEI 3aKOYHOT MOMEHTA,
cima MargetHor mosba. Ciaydaj € = 1 oarosapa yry () (e = 1) = 90°, anu ce OBO 3aycTaBibarbe HE jaBIba,
360r Hocrojama mozJore Kao bapujepe y kperamy. Bugeru ciuxy 8(a) rze je, y jeaununama mg, npeacraBbeHa

3 2
Kaxko je N(d,e) > N(9,0) = —mg (§ + 3cos? 1) — 2(:0519) > 0, 3akpyuyjemo na je N(d,e) > 0, Ve € (0,00).
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Cauka 8: (a) YraoHa 3aBUCHOCT Cujile HOPMaJiHEe DEaKIMje HO/JIore u3pazkeHe y jeJuHuIaMa 1mg 3a u3BecTaH Opoj
BpeaHocTH napamerpa €. (6) 3aBUCHOCT MakCHMAaJHE yraoHe Op3uWHEe pama M3parkKeHe y jeJIUHUIAMa wo Ol MapaMerpa
¢ (mero) m 3ammcHocTH Yo (€) w ¥ () (mecwo).

yraona 3asucaoct N (J,€) 3a HEKOIMKO € Kapakrepucruanux Bpeanocru. Ha coiunu 8(6) je miaasom JjwmHUjoOM
npukasana 3asucroct 9™ (¢).

(7i1) Ha ocuoBy jemmaumna (7)—(10) mobujamo na je
Fyr(V,e) = gmg (=24 3cost + 2¢ (1 —cos?) (1 —2cos¥))sin . (12)

Kaxo je sind > 0 y uspasy 3a Fy,.(J,€) y jennaunun (12), anannsom keaaparHe byHKIHje Mo cos ) HATA3UMO
3(2¢e — 1)+ /84 (2¢ — 1)2

na Fy, mema 3max mpu () (e) = arccos h(e), rae je h(e) = . IIpn Tome, yBeK BaxKn

€
naje0 < h(e) <lsaec (0,1)ul—1/e<h(e)<lzaec|l,00),majed () <IF™(e),Ve € (0,00). Mocroju

3(2e —1) — /8 2¢ —1)2

u Ipyro pememe kpajparne jeamagmme: 9% (e) = arccosh*(e), tae je h*(e) = (2e—1) 3 +Q2e—1) .
€

MebhyTum, kako y Tom ciyuajy ysek Baxku ja je 1 — 1/e < h*(e) < 03ae € (0,1) u 0 < h*(e) <1—1/e3a

€ € [1,00), mobuja ce ma je 9 () > 9 (e) > 99 (¢), Ve € (0,00), rae jeamakoct Basku 3a € = 1. Anaamsa

OBOT" peniemha Ce N3 OBOT pa3JioTa HE y3UuMa Y O63I/Ip.

(iv) Byayhu na mocroju moryhuocr ga ce pam 3aycrasu npe Hero ¢ = 90°, ogekyjemo ga y nekom momenty ¢ (9(t) =
Jo) paM JocerHe MaKCUMAaJIHy yraoHy Op3uHy (ﬂ(t) = w(maz)) kana je 19(15) = 0. OBaj yc0oB yBpIITABAMO Y
(7) mrro maje Jo(e) = 90° 3a € € (0,1/2] m Jg(e) = arccos (1 — 1/2¢) 3a € € (1/2,00). Bunern canxy 8(6) rie
je mpmenoM muHMjoM maTa 3aBucHOCT Vg(€). U3 jemmaumme (10) mamazumo ma je w(me%)(e) = 2woy/1 — € 3a
€€ (0,1/2] m w(ma®)(€) = wy/\/€ 3a € € (1/2,00), re je wo = /3g/5a. Bumern ciuky 8(6) Ha K0joj je 3emeHom

nuEEjoM mpuKasana 3asucHocT W) (¢). Takme,

ﬂ(fln) (6) o 90° O0<e< 17
arccos (1 —1/e) 1<e < o0.

90° 0<e<1/2, (maz) 2w/l —€e 0<e<1/2
19()(6 = w (6>:
arccos (1 —1/2¢) 1/2 < e < oo, wo /€ 1/2 < e < 0.

MHaTepecanTHO je NPEMETHTH Ja y OBOM CJydajy paM H3BOIM jeHy BPCTY OCIMIATOPHOI KpeTamba YHyTap
0° < ¥ <9V (e) 3a € > 1/2. U3 jemmauune (7) ce HATA3E Ja TPEHYTHO yraoHO yOP3ame PaMa Of HbErOBOT
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13. CPIICKA ®N3NYKA OJIMMIINJAJA 3A YUEHUKE CPEJIHUX INTIKOJIA
IIIKOJICKA 2018/19. 'OJIUHA

HpyurrBo dusuuapa Cpbuje n MuHncrapcrso npocsere, HayKe

1 TeXHOJIOIKOr pasBoja Peny6uauke Cpbuje Beorpasn
SAIJAIIN 24-25. anpusa 2019.
TPEHYTHOD OTKJIOHA U NPU JATOM € 3aBHCH Kao U = 2w (1 — 2¢(1 — cos)) sind. U je yBeK HEHEraTHBHO

y omcery e € (0,1/2]. Cnemmjammo, ¥ = 0 3a € = 1/2 npu orkmony ox 90° Kaja je yraoma Gp3mHa pama
MaKCHMasHa, W M3HOCH woy/2. Y omcery e € (1/2,00), yraono yGp3ame Mema 3HAaKa TPH TPEHYTHOM YTy
Jo(€) = arccos (1 — 1/2¢) xama je yraoma Gp3wHa MAKCHMAJIHA W W3HOCH wp/+/€. Mehytnm, 3a 1/2 < € < 1
yraono y6psame npu dunantom yriay (yeex 90°) usnocu 2w3(1 — 2¢) < 0. C apyre crpane, 3a € > 1 Kpajibu
yrao orkjona uzHocu arccos (1 — 1/€), 10k je yraono y6psame pama Taga —2wiy/2e — 1/e.

Banarke npunpemunu: op Henad Byxmuposuh (1) u dp Jdejan M. Boxuh (3), Uncruryr 3a dusuxy y Beorpamy

Aunexcarndap Byksa (2), NucturyT Jlopenn 3a Teopujcky dusuxy, Jlajaen, Xomauguja
Penensenru: dp Jejan M. Boxuh (1), 0p Muzauaro Qybposuh (2) u Baadumup Bewuh (3), Uacturyr 3a dbusuxy y Beorpamy
TIpeacequuk Komucuje 3a TakMudema YIEHUKA CpeamuX mKojia: 0p Boowcudap Huxoauh, ®usnukn dakynrer, Beorpay
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