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1. Обележимо растоjање између тачке додира првог ваљка и њоj ближег краjа балвана са x1, а растоjање између истог
краjа балвана и тачке додира са другим ваљком са x2, као на приложеноj слици. Пошто балван лежи на ваљцима,
моменти сила реакциjе у тачкама додира балвана и ваљака и момент тежине балвана се сабираjу у нулу. Ако рачунамо
моменте у односу на краj балвана ближи ваљку 1, добиjамо услов x1 · N1 + x2 · N2 − L

2 ·Mg = 0. Услов равнотеже
вертикалних сила даjе N1+N2 = Mg. У овим условима M jе маса балвана, а g убрзање силе теже. Из оба услова и везе
x2 = x1 + D, добиjамо интензитете сила реакциjа у зависности од координате x1 коjом описуjемо положаjа балвана
на ваљцима: N1 = Mg

(
1− L

2D + x1

D

)
и N2 = Mg

(
L
2D −

x1

D

)
. Да балван не би пао, силе реакциjе мораjу деловати на

балван навише и балван се мора ослањати на оба ваљка, то jест N1 ≥ 0, N2 ≥ 0, x1 ≥ 0 и x2 ≤ L. 5п

Преостали услов jе равнотежа сила трења коjе делуjу дуж осе балвана. Узимаjући у обзир смерове ротациjа ваљака,
силе трења коjе делуjу дуж балвана су F1 = µ1N1s1 и F2 = µ2N2s2 уз позитиван смер од ваљка 1 ка ваљку 2.
Дефинициjа s1,2 = ±1 за смер ротациjа ваљака уз и насупрот смера казаљке на сату jе као у тексту задатка. Користећи
раниjе резултате, укупна сила дуж балвана jе F (x1) = F1 + F2 = Mg

[
µ1s1 + L

2D (−µ1s1 + µ2s2) + x1

D (µ1s1 − µ2s2)
]
, а

услов равнотеже jе F (xe) = 0 у неком равнотежном положаjу x1 = xe. Када jе µ1s1 6= µ2s2, положаj равнотеже jе дат
са x1e

D = L
2D −

µ1s1
µ1s1−µ2s2

. Директном провером, равнотежни положаj не постоjи када jе µ1s1 = µ2s2, осим када jе трење
нула, µ1 = µ2 = 0. Заменом добиjеног положаjа равнотеже у раниjе изведене услове да балван не падне са ваљака
добиjамо да равнотежа постоjи ако важи µ1s1

µ1s1−µ2s2
≤ L

2D , −µ2s2
µ1s1−µ2s2

≤ L
2D , µ2s2

µ1s1−µ2s2
≤ 0 ≤ µ1s1

µ1s1−µ2s2
и µ1s1 6= µ2s2.

Описно, да би формално израчунат равнотежни положаj постоjао ваљци се мораjу окретати у супротним смеровима
и балван мора бити довољно дужи од растоjања између ваљака да не би пао са њих у равнотежном положаjу. 5п

Изведимо балван из равнотежног положаjа, x1 = x1e+δ. Убрзање дуж осе ће тада бити ax = F (x1e+δ)
M . Заменом добиjе-

ног резултата за x1e, добиjамо ax = g
D (µ1s1 − µ2s2) δ. Пошто позитивно δ одговара кретању балвана у негативном смеру

дуж осе x, равнотежа jе стабилна ако jе µ1s1 − µ2s2 > 0. Тада jе угаона фреквенца осцилациjа ω =
√

g
D (µ1s1 − µ2s2).

Када стабилна равнотежа постоjи, оваj израз се своди на ω =
√

g
D (µ1 + µ2). Осцилациjе су могуће само када се ваљак

1 окреће у смеру казаљке на сату, а ваљак 2 у супротном. Због линеарности сила, осцилациjе су хармониjске и за
велико δ. 10п
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Слика уз решење задатка 1.
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2. Модел система jе стрма раван на коjоj лежи тело, као на приложеноj слици. Силе коjе делуjу на део брда изнад
клизавог слоjа, коjи ћемо кратко звати капа брда, су тежина капе брда, −mg~ey, сила реакциjе подлоге коjа потиче од
дела брда испод слоjа, ~N , и сила трења, ~T , коjа делуjе у равни слоjа и узбрдо. Убрзање капе брда можемо разложити
на компоненте дуж оса са слике. Из другог Њутновог закона добиjамо max = T cosα−N sinα, may = −mg+N cosα+

T sinα. 6п
У случаjу хоризонталног земљотреса, брдо се креће хармониjски дуж x осе, x(t) = Aω cosωt, па jе његово убрзање дуж
ове осе ax = −Aω2 cosωt, док дуж y осе нема убрзања, ay = 0. Заменом у jедначине за убрзања и користећи дефинициjу
статичког коефициjента трења ν = T

N , добиjамо коефициjент трења у функциjи тренутног убрзања νt = g sinα+ax cosα
g cosα−ax sinα .

Капа брда ће склизнути ако jе тренутни коефициjент трења νt већи од коефициjента статичког трења. Пошто jе
sinα > 0 и cosα > 0, максимални тренутни коефициjент трења одговара максималном тренутном убрзању, коjе
износи ax,max = Aω2. Заменом добиjамо критични коефициjент статичког трења νc = g sinα+Aω2 cosα

g cosα−Aω2 sinα . Заменом броjних
вредности νc = 0,41. 7п
У вертикалном земљотресу, брдо осцилуjе у правцу y осе а мируjе дуж x, па су убрзања ax = 0 и ay(t) = −Aω2 cosωt.
Слично као у претходном делу, из кретања дуж x осе добиjамо νt = tanα, то jест тренутни коефициjент трења не
зависи од времена. Дакле, вертикални земљотрес не може покренути капу брда. Критични коефициjент трења се не
мања због земљотреса и износи νc = tanα, са броjном вредношћу νc = 0,36. 7п
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Слика уз решење задатка 2.

3. (а) Код десног кружно поларисаног таласа квадрат интензитета електричног поља у фиксноj равни je E2
2x + E2

2y =

E2
20

(
cos2 Ψ + sin2 Ψ

)
, где jе Ψ = k2z − ω2t + φ2. То jе jедначина кружнице E2

2x + E2
2y = E2

20, са (Ex, Ey) =
E20(cos Ψ, sin Ψ). Када фиксирамо вредност координате z, вредност параметра Ψ се смањуjе са протоком времена
због члана −ωt. Дакле, електрично поље ротира у негативном смеру у равни x− y. Користећи sin(−x) = − sinx,
видимо да се R талас заменом t → −t преводи у L талас. Променом смера времена, смер обиласка контуре се
мења а сама контура остаjе иста, jер поново важи E2

x + E2
y = E2

10. 6п
(б) Суперпозициjом компоненти електричних поља дуж x и y осе добиjамо Ex = E1x + E2x, Ey = E1y + E2y. Ко-

ристићемо нотациjу k1 = k2 = k, ω1 = ω2 = ω, φ1 = φ2 = φ. Збирови су Ex = (E10 + E20) cos(kz − ωt + φ) и
Ey = (−E10 + E20) sin(kz − ωt + φ). Елиминациjом временске променљиве из ових jедначина, увођењем семене

Ψ = kz−ωt+ φ, и коришћењем идентитета sin2 Ψ + cos2 Ψ = 1, се добиjа E2
x

(E10+E20)
2 +

E2
y

(−E10+E20)
2 = 1. Како jе ово

jедначина елипсе, у питању jе елиптична поларизациjа. 8п
(в) Суперпозициjом компоненти електромагнетних таласа дуж x и y осе добиjамо Ex = E1x+E2x и Ey = E1y+E2y, као

у делу (б). Сада користимо E10 = E20 = E0, k1 = k2 = k, ω1 = ω2 = ω. Уз коришћење одговараjућих тригономет-
риjских идентита се добиjа Ex = 2E0 cos φ1−φ2

2 cos
(
kz − ωt+ φ1+φ2

2

)
и Ey = −2E0 sin φ1−φ2

2 cos
(
kz − ωt+ φ1+φ2

2

)
.

Дељењем ових двеjу jедначина, добиjа се Ey

Ex
= tan φ2−φ1

2 . Како jе ово jедначина праве, резултат суперпозициjе
дата два електромагнетна таласа jе линеарно поларисан талас 6п .
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4. Потребне су нам средње вредности 〈x(t)〉, 〈x(t)2〉, 〈p(t)〉 и 〈p(t)2〉. Из закона кретања x(t) = x0 +A cos (ωt+ α) добиjамо
p(t) = mv(t) = −mAω sin (ωt+ ϕ).

Усредњавања функциjа координате даjу 〈x(t)〉 = 〈x0〉 + A〈cos (ωt+ ϕ)〉 = x0, 〈x(t)2〉 = 〈x20 + A2 cos2 (ωt+ ϕ) +

2Ax0 cos (ωt+ ϕ)〉 = x20 +A2〈 12 (1 + cos 2 (ωt+ ϕ))〉+2Ax0〈cos (ωt+ ϕ)〉 = x20 + 1
2A

2. Из резултата добиjамо σx = A√
2
. 7п

Усредњавања функциjа импулса даjу 〈p(t)〉 = −mAω〈sin (ωt+ ϕ)〉 = 0 и 〈p(t)2〉 = m2A2ω2〈sin2 (ωt+ ϕ)〉 = 1
2m

2A2ω2.
Замена у израз за неодређеност даjе σp = mAω√

2
. 7п

Производ неодређености jе σx ·σp = mωA2

2 . За довољно малу амплитуду, ниску фреквенцу и малу масу осцилатора ова
вредност може бити произвољно мала, те релациjа неодређености не важи у класичноj механици. 6п

5. Уз помоћ приложене мапе се може, на основу уцртаних кружница, одредити у ком ’ сектору ’ jе метеорит завршио. Да
се све три кружнице секу, смислено би било тражити метеорит у троуглу између тачака пресека. Пошто се кружнице
не секу, наjвероватниjе место пада jе у области где су кружнице наjближе. Koординате центра сектора коjи обухвата
ову област су x

′

c = 70 km y
′

c = 50 km. Према предлогу у задатку, центар овог сектора jе нови координатни почетак са
новим координатама xc = 0 и yc = 0. 4п

Расписивањем jедначине R2
i = (x−xi)2+(y−yi)2 добиjа се 2xix−x2+2yiy−y2 = x2i +y2i −R2

i . Уколико jе |2xxi| � x2, као
и |2yyi| � y2, чланови x2 и y2 се могу занемарити и тиме се систем jедначина линеаризуjе. Да би то било задовољено
мора вредети |xi| � y и |yi| � y што добиjа приближним постављањем тачке (x,y) у близину координатног почетка.
На основу претходног дела решења, знамо да смо ово урадили постављањем центра наjвероватниjег сектора пада у
координатни почетак. 4п

Читањем коефициjената уз x, y и слободног члана, у нотациjи дефинисаноj у тексту задатка, имамо ai = 2xi, bi = 2yi
и ci = x2i + y2i −R2

i . Вредности ових коефициjената, заjедно са wi, налазе се у приложеноj табели. 4п

Станица xi[km] yi[km] R[km] ∆R[km] ai[km] bi[km] ci[km2] wi[km−4]

S1 -33,79 -64,42 71 8 -67,58 -128,84 250,75 7,75e-7
S2 -114,77 81,31 136 12 -229,54 162,62 1287,47 9,39e-8
S3 119,32 72,50 133 10 238,64 145 1804,51 1,4e-7

Заменом у формуле из поставке задатка имамо: A =
∑3
i=1 a

2
iwi = 0,0165km−2, E =

∑3
i=1 b

2
iwi = 0,0183km−2, B = D =∑3

i=1 aibiwi = 0,0081km−2, C =
∑3
i=1 aiciwi = 0,02km−1 и F =

∑3
i=1 biciwi = 0,0316km−1. Решавањем овог система

добиjа се x = 0,46km и y = 1,52km, односно у старим координатама x = 70,46km и y = 51,52km, уцртано на мапи. 8п
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Поређења ради, приложена мапа садржи уцртану и тачку коjа jе решење неотежињеног система коjа видно одступа од
решења отежињеног система. Уцртана ’осенченост’ jе пропорционална отежињеном одступању од решења нелинеарног
система, те видимо да jе апроксимациjа занемаривања квадратних чланова била оправдана у овом случаjу.
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