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1. Обележимо растоjање између тачке додира првог ваљка и њоj ближег краjа балвана са x1, а растоjање између истог
краjа балвана и тачке додира са другим ваљком са x2, као на приложеноj слици. Пошто балван лежи на ваљцима,
моменти сила реакциjе у тачкама додира балвана и ваљака и момент тежине балвана се сабираjу у нулу. Ако рачунамо
моменте у односу на краj балвана ближи ваљку 1, добиjамо услов x1 · N1 + x2 · N2 − L

2 ·Mg = 0. Услов равнотеже
вертикалних сила даjе N1+N2 = Mg. У овим условима M jе маса балвана, а g убрзање силе теже. Из оба услова и везе
x2 = x1 + D, добиjамо интензитете сила реакциjа у зависности од координате x1 коjом описуjемо положаjа балвана
на ваљцима: N1 = Mg

(
1− L

2D + x1

D

)
и N2 = Mg

(
L
2D −

x1

D

)
. Да балван не би пао, силе реакциjе мораjу деловати на

балван навише и балван се мора ослањати на оба ваљка, то jест N1 ≥ 0, N2 ≥ 0, x1 ≥ 0 и x2 ≤ L. 5п

Преостали услов jе равнотежа сила трења коjе делуjу дуж осе балвана. Узимаjући у обзир смерове ротациjа ваљака,
силе трења коjе делуjу дуж балвана су F1 = µ1N1s1 и F2 = µ2N2s2 уз позитиван смер од ваљка 1 ка ваљку 2.
Дефинициjа s1,2 = ±1 за смер ротациjа ваљака уз и насупрот смера казаљке на сату jе као у тексту задатка. Користећи
раниjе резултате, укупна сила дуж балвана jе F (x1) = F1 + F2 = Mg

[
µ1s1 + L

2D (−µ1s1 + µ2s2) + x1

D (µ1s1 − µ2s2)
]
, а

услов равнотеже jе F (xe) = 0 у неком равнотежном положаjу x1 = xe. Када jе µ1s1 6= µ2s2, положаj равнотеже jе дат
са x1e

D = L
2D −

µ1s1
µ1s1−µ2s2

. Директном провером, равнотежни положаj не постоjи када jе µ1s1 = µ2s2, осим када jе трење
нула, µ1 = µ2 = 0. Заменом добиjеног положаjа равнотеже у раниjе изведене услове да балван не падне са ваљака
добиjамо да равнотежа постоjи ако важи µ1s1

µ1s1−µ2s2
≤ L

2D , −µ2s2
µ1s1−µ2s2

≤ L
2D , µ2s2

µ1s1−µ2s2
≤ 0 ≤ µ1s1

µ1s1−µ2s2
и µ1s1 6= µ2s2.

Описно, да би формално израчунат равнотежни положаj постоjао ваљци се мораjу окретати у супротним смеровима
и балван мора бити довољно дужи од растоjања између ваљака да не би пао са њих у равнотежном положаjу. 5п

Изведимо балван из равнотежног положаjа, x1 = x1e+δ. Убрзање дуж осе ће тада бити ax = F (x1e+δ)
M . Заменом добиjе-

ног резултата за x1e, добиjамо ax = g
D (µ1s1 − µ2s2) δ. Пошто позитивно δ одговара кретању балвана у негативном смеру

дуж осе x, равнотежа jе стабилна ако jе µ1s1 − µ2s2 > 0. Тада jе угаона фреквенца осцилациjа ω =
√

g
D (µ1s1 − µ2s2).

Када стабилна равнотежа постоjи, оваj израз се своди на ω =
√

g
D (µ1 + µ2). Осцилациjе су могуће само када се ваљак

1 окреће у смеру казаљке на сату, а ваљак 2 у супротном. Због линеарности сила, осцилациjе су хармониjске и за
велико δ. 10п
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Слика уз решење задатка 1.
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2. Укупна кинтетичка енергиjа коjу Милан има на почетку скока се састоjи од енергиjа транслационих кретања дуж
хоризонталне, x, осе и вертикалне, y, осе, те од кинетичке енергиjе ротациjе. Њихов збир износи Etotal =

m(v2x+v
2
y)

2 + Iω2

2 .

Како Милан у ваздуху проведе jеднако време током сваког скока, вертикална компонента његове брзине на почетку
скока jе увек jеднака, па се и део кинетичке енергиjе коjи одоговара вертикалном кретању не мења од скока до скока.
Тако за сваки скок важи mv2i

2 +
Iω2
i

2 = E = const, где vi одговара x компоненти брзине, а ωi средњоj угаоноj брзини
приликом скока са i + 1

2 ротациjа. 6п Тако jе ωi = (2i+1)π
t , односно нумерички ω1 ≈ 11,78 rad

s , ω2 ≈ 19,635 rad
s и

ω3 ≈ 27,49 rad
s . Преписивањем jедначине за енергиjу као ε− ω2

i κ = v2i , где су ε = 2E
m и κ = I

m , те решавањем било ког
пара jедначина по κ и ε добиjа се ε ≈ 42 J

kg и κ ≈ 0,0437 m2. Ако би Милан при четвороструком скоку провео jеднако
време у ваздуху као при осталим скоковима, његова средња угаона брзина би морала бити ω4 ≈ 35,343 rad

s . Заменом
ове угаоне брзине у петходно добиjену jедначину за енергиjу, добиjамо квадрат хоризонталне компоненте почетне
брзине у могућем четвороструком скоку, v24 = ε − ω2

4κ ≈ −12,63 m2

s2 ≤ 0. Негативни квадрат брзине jе нефизички, те
долазимо до закључка да Милан нема довоњно енергиjе за четвороструки скок. Могуће опциjе су тренинзи коjима би
повећао укупну расположиву енергиjу, смањио масу и смањио момент инерциjе. 14п

3. (а) Код десног кружно поларисаног таласа квадрат интензитета електричног поља у фиксноj равни je E2
2x + E2

2y =

E2
20

(
cos2 Ψ + sin2 Ψ

)
, где jе Ψ = k2z − ω2t + φ2. То jе jедначина кружнице E2

2x + E2
2y = E2

20, са (Ex, Ey) =
E20(cos Ψ, sin Ψ). Када фиксирамо вредност координате z, вредност параметра Ψ се смањуjе са протоком времена
због члана −ωt. Дакле, електрично поље ротира у негативном смеру у равни x− y. Користећи sin(−x) = − sinx,
видимо да се R талас заменом t → −t преводи у L талас. Променом смера времена, смер обиласка контуре се
мења а сама контура остаjе иста, jер поново важи E2

x + E2
y = E2

10. 6п

(б) Суперпозициjом компоненти електричних поља дуж x и y осе добиjамо Ex = E1x + E2x, Ey = E1y + E2y. Ко-
ристићемо нотациjу k1 = k2 = k, ω1 = ω2 = ω, φ1 = φ2 = φ. Збирови су Ex = (E10 + E20) cos(kz − ωt + φ) и
Ey = (−E10 + E20) sin(kz − ωt + φ). Елиминациjом временске променљиве из ових jедначина, увођењем семене

Ψ = kz−ωt+ φ, и коришћењем идентитета sin2 Ψ + cos2 Ψ = 1, се добиjа E2
x

(E10+E20)
2 +

E2
y

(−E10+E20)
2 = 1. Како jе ово

jедначина елипсе, у питању jе елиптична поларизациjа. 8п

(в) Суперпозициjом компоненти електромагнетних таласа дуж x и y осе добиjамо Ex = E1x+E2x и Ey = E1y+E2y, као
у делу (б). Сада користимо E10 = E20 = E0, k1 = k2 = k, ω1 = ω2 = ω. Уз коришћење одговараjућих тригономет-
риjских идентита се добиjа Ex = 2E0 cos φ1−φ2

2 cos
(
kz − ωt+ φ1+φ2

2

)
и Ey = −2E0 sin φ1−φ2

2 cos
(
kz − ωt+ φ1+φ2

2

)
.

Дељењем ових двеjу jедначина, добиjа се Ey
Ex

= tan φ2−φ1

2 . Како jе ово jедначина праве, резултат суперпозициjе
дата два електромагнетна таласа jе линеарно поларисан талас. 6п
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4. Решићемо проблем користећи комплексне импедансе. За све величине подразумевамо хармониjску временску завис-
ност, а апсолутна вредност и фаза комплексних броjева описуjе амплитуде и фазе одговараjућих величина.

(а) Негативан и реалан отпор значи да jе фазна разлика између струjе и напона у том елементу кола π. У том случаjу
напон на елементу и струjа кроз елемент имаjу супротне знаке, пошто jе i(t)u(t) ∝ cos (ωt+ φ+ π) cos (ωt+ φ).
Пошто jе cos (x+ π) = − cosx, добиjамо i(t)u(t) ∝ − cos2 (ωt+ φ) и производ тренутне струjе и тренутног напона
на елементу jе увек негативан. Како jе оваj производ jеднак дисипациjи енергиjе на елементу кола, такав елемент
би додавао енергиjу у коло и нарушавао одржање енергиjе. Према томе, импедансе елемената кола коjи не додаjу
енергиjу у коло мораjу имати позитивне реалне делове. 6п

(б) Бесконачну леству можемо поделити на jедну грану са завоjницом, jедну грану са отпорником и бесконачни оста-
так кола идентичан почетном колу. У новом колу, обележимо импедансу бесконачног дела са Z, као на приложеноj
слици. Поставимо jедначину коjа тврди да су импедансе почетног неподељњног кола и његове подељене верзиjе
jеднаке. Из правила слагања импеданси добиjамо Z = iωL + RZ

R+Z , где jе iωL импеданса завоjнице на угаоноj
фреквенци ω, а R импеданса отпорника. Сређивањем добиjамо квадратну jедначину по Z, Z2− iωLZ− iωLR = 0

са решењима Z1,2 = 1
2ωL

(
i±
√
−1 + i 4RωL

)
. 6п Два решења ће имати супротне знаке реалног дела, и треба

изабрати оно са позивним, према резултату дела (а). Директним рачуном
√
−1 + i 4RωL = 4

√
1 + 16R2

ω2L2 ei
φz
2 , где jе

tanφz = −ωL4R и угао лежи у интервалу π
2 < φz < π. Заменом броjних вредности добиjамо φz

2 = 1.21 rad за фазу и
Z = (160 + 670i) Ω. Апсолутна вредност импедансе jе |Z| = 690 Ω а амплитуда струjе jе I = V

|Z| = 1,5 mA. 8п

L L
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Слика уз решење задатка 4.

5. Уз помоћ приложене мапе се може, на основу уцртаних кружница, одредити у ком ’ сектору ’ jе метеорит завршио. Да
се све три кружнице секу, смислено би било тражити метеорит у троуглу између тачака пресека. Пошто се кружнице
не секу, наjвероватниjе место пада jе у области где су кружнице наjближе. Koординате центра сектора коjи обухвата
ову област су x

′

c = 70 km y
′

c = 50 km. Према предлогу у задатку, центар овог сектора jе нови координатни почетак са
новим координатама xc = 0 и yc = 0. 4п

Расписивањем jедначине R2
i = (x−xi)2+(y−yi)2 добиjа се 2xix−x2+2yiy−y2 = x2i +y2i −R2

i . Уколико jе |2xxi| � x2, као
и |2yyi| � y2, чланови x2 и y2 се могу занемарити и тиме се систем jедначина линеаризуjе. Да би то било задовољено
мора вредети |xi| � y и |yi| � y што добиjа приближним постављањем тачке (x,y) у близину координатног почетка.
На основу претходног дела решења, знамо да смо ово урадили постављањем центра наjвероватниjег сектора пада у
координатни почетак. 4п

Читањем коефициjената уз x, y и слободног члана, у нотациjи дефинисаноj у тексту задатка, имамо ai = 2xi, bi = 2yi
и ci = x2i + y2i −R2

i . Вредности ових коефициjената, заjедно са wi, налазе се у приложеноj табели. 4п

Заменом у формуле из поставке задатка имамо: A =
∑3
i=1 a

2
iwi = 0,0165km−2, E =

∑3
i=1 b

2
iwi = 0,0183km−2, B = D =∑3

i=1 aibiwi = 0,0081km−2, C =
∑3
i=1 aiciwi = 0,02km−1 и F =

∑3
i=1 biciwi = 0,0316km−1. Решавањем овог система

добиjа се x = 0,46km и y = 1,52km, односно у старим координатама x = 70,46km и y = 51,52km, уцртано на мапи. 8п

Страна 3 од 4



III разред

ТАКМИЧЕЊЕ ИЗ ФИЗИКЕ УЧЕНИКА СРЕДЊИХ ШКОЛА
ШКОЛСКА 2017/18. ГОДИНА

Друштво физичара Србиjе и Министарство просвете, науке
и технолошког развоjа Републике Србиjе

РЕШЕЊА ЗАДАТАКА – БОЗОНСКА КАТЕГОРИJА
ДРЖАВНИ НИВО

22.03.2018.

Станица xi[km] yi[km] R[km] ∆R[km] ai[km] bi[km] ci[km2] wi[km−4]

S1 -33,79 -64,42 71 8 -67,58 -128,84 250,75 7,75e-7
S2 -114,77 81,31 136 12 -229,54 162,62 1287,47 9,39e-8
S3 119,32 72,50 133 10 238,64 145 1804,51 1,4e-7

-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-40

-20

0

20

40

60

80

100

120

140

i i

Поређења ради, приложена мапа садржи уцртану и тачку коjа jе решење неотежињеног система коjа видно одступа од
решења отежињеног система. Уцртана ’осенченост’ jе пропорционална отежињеном одступању од решења нелинеарног
система, те видимо да jе апроксимациjа занемаривања квадратних чланова била оправдана у овом случаjу.
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